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Resumo
Neste trabalho, considerou-se a proposta de que a violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz es-
pontaˆnea (sLIV) esta´ relacionada a` geometria de Finsler, uma vez que o espac¸o-tempo
de Finsler e´ intrinsecamente anisotro´pico e naturalmente induz a violac¸a˜o da invariaˆncia
de Lorentz (LIV). Com o foco na eletrodinaˆmica quaˆntica (QED), no qual o setor eletro-
magne´tico e o fermioˆnico sa˜o descritos no espac¸o-tempo localmente de Minkowski, a den-
sidade de lagrangeana apresentada explicitamente para o caso do campo eletromagne´tico,
mostra-se compat´ıvel com a da extensa˜o do modelo padra˜o (SME). As equac¸o˜es de
Maxwell violando a invariaˆncia de Lorentz assim como a equac¸a˜o de onda eletromagne´tica
sa˜o obtidas, e as soluc¸o˜es de onda plana para a onda eletromagne´tica da´ a relac¸a˜o de dis-
persa˜o que caracteriza o cone de luz, onde o mesmo pode ser exprimido ou alargado
de acordo com o paraˆmetro LIV do espac¸o-tempo de Finsler. A velocidade da luz pode
depender da direc¸a˜o da luz, vindo a ser superluminal ou subluminal, e tais efeitos LIV po-
dem ser vistos como influeˆncias de uma fonte anisotro´pica sobre a onda eletromagne´tica.
Uma restric¸a˜o no espac¸o-tempo anisotro´pico e´ feita a partir de observac¸o˜es de exploso˜es
de raios gama (GRBs), de modo que a velocidade da luz se encontre subluminal e de-
pendente da energia. Ale´m disso, a birrefringeˆncia da luz na˜o aparece durante o processo
deste modelo. Para o caso do setor fermioˆnico, e´ investigada a possibilidade da induc¸a˜o
do termo eletromagne´tico de Finsler, viabilizado pelo me´todo de correc¸a˜o quaˆntica em
quatro dimenso˜es, o que conduz a um termo eletromagne´tico de Finsler dependente de
uma parte divergente e que quebra a invariaˆncia de Lorentz.
Palavras-Chave: Espac¸o-tempo Anisotro´pico. Me´trica de Finsler. Violac¸a˜o da In-
variaˆncia de Lorentz.
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Abstract
In this work, we considered the proposition that the spontaneous Lorentz invariance
violation (sLIV) is related to Finsler’s geometry, since Finsler’s spacetime is intrinsically
anisotropic and naturally induces Lorentz invariance violation (LIV). With the focus on
quantum electrodynamics (QED), in which the electromagnetic and fermionic sectors
are described in locally Minkowski spacetime, the lagrangian density explicitly presented
for the case of the electromagnetic field, is compatible with the standard model extension
(SME). The Lorentz-violating Maxwell equations invariance as well as the electromagnetic
wave equation are obtained, and the plane wave solutions for the electromagnetic wave
gives the dispersion relation that characterizes the lightcone, where it can be narrowed
or enlarged from According to the Finsler’s spacetime parameter LIV. The speed of light
may depend on the direction of light, becoming superluminal or subluminal, and such
LIV effects can be seen as influences of an anisotropic source on the electromagnetic
wave. An anisotropic space-time constraint is made from observations of gamma-ray
bursts (GRBs), so that the speed of light is subluminal and dependent on energy. In
addition, the birefringence of light does not appear during the process of this model.
For the case of the fermionic sector, is investigated the possibility of the induction of
the Finsler electromagnetic term by the quantum correction method in four dimensions,
which leads to a Finsler electromagnetic term dependent on a divergent part that breaks
the Lorentz invariance .
Key-words: Anisotropic Spacetime. Finsler Metrics. Lorentz Invariation Violation.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
“Para descobrir todos os fenoˆmenos que deseja, basta ao sa´bio treˆs coisas: pensar,
pensar, pensar.”
Isaac Newton.
Em escalas de energias experimentalmente acess´ıveis, a relatividade especial de
Einstein (SR), regida pelas transformac¸o˜es de Lorentz, se mante´m compat´ıvel com todas
as observac¸o˜es f´ısicas atuais. Contudo, espera-se que a SR deva ser modificada em escalas
de energias tais como a escala de Planck. Isto e´ decorrente da incompatibilidade existente
entre a simetria de Lorentz (transformac¸o˜es cont´ınuas) e os efeitos da gravidade quaˆntica
(QG) (regida por um tipo de espac¸o-tempo discretizado) [1]–[14]. Os estudos das teorias
de cordas revelam que a invariaˆncia de Lorentz deve ser quebrada de forma espontaˆnea
no regime perturbativo [12, 13, 14], onde a violac¸a˜o espontaˆnea da invariaˆncia de Lorentz
(sLIV) envolve valores esperado no va´cuo na˜o-nulo de certos campos tensoriais. Isto de
fato deve caracterizar uma certa anisotropia do espac¸o-tempo desde que valores esperados
na˜o-nulos no va´cuo estejam relacionados com certas direc¸o˜es preferenciais, o qual pode
ser comparado com o processo de quebra espontaˆnea da simetria na teoria eletrofraca: um
campo de Higgs adquirir um valor esperado de va´cuo diferente de zero gerando massas
para outras part´ıculas.
Atualmente, os termos da sLIV sa˜o adicionados na densidade de lagrangeana dos
campos mantendo a invariaˆncia de calibre, renormalizac¸o˜es, etc. Os valores esperados
do va´cuo dos campos tensoriais tornam-se acoplamentos constantes nos termos de sLIV.
Este processo de introduzir os efeitos da sLIV e´ chamado de Extensa˜o do Modelo Padra˜o
(SME) [13, 14]. Ale´m disso, o espac¸o-tempo de Minkowski devera´ ser alterado junto com a
densidade de lagrangeana das part´ıculas e campos se a LIV estiver presente (na˜o importa
se ela for espontaˆnea ou na˜o).
Recentemente, Kostelecky [15] propoˆs que a SME esteja relacionada ao espac¸o-
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2tempo de Finsler, que e´ intrinsecamente anisotro´pico. Os acoplamentos constantes que
controlam os termos efetivos da sLIV sa˜o relacionados com certas direc¸o˜es preferenciais
fixas na estrutura de Finsler. A raza˜o fundamental disto e´ de que a geometria de Finsler
[16, 17, 18], se protege da restric¸a˜o quadra´tica sobre a estrutura espac¸o-tempo tal que a
me´trica de Finsler dependa apenas das direc¸o˜es do espac¸o tempo (contexto puramente
cinema´tico).
A relatividade especial de Einstein (SR) reside num espac¸o-tempo plano de Rie-
mann, conhecido como espac¸o-tempo de Minkowski. E do mesmo modo, a relatividade
especial devido aos efeitos da LIV pode residir num espac¸o tempo intrinsecamente ani-
sotro´pico tal como o espac¸o-tempo de Finsler [15]. Por exemplo, um simples modelo da
SME, com apenas um paraˆmetro na˜o-dinaˆmico diferente de zero, aµ, no termo da LIV
conduz a um espac¸o-tempo plano da geometria de Randers-Finsler [19]. Atualmente, o
espac¸o-tempo plano de Finsler e´ chamado espac¸o-tempo localmente de Minkowski [17],
que pode ser visto como uma extensa˜o do espac¸o-tempo de Minkowski. Ale´m disso, a
relatividade especial dupla (DSR) [1]-[5] foi incorporada no espac¸o-tempo de Finsler [20],
assim como, outras variedades de relatividades especiais (VSR) [10, 21].
O objetivo desta dissertac¸a˜o e´ o de investigar os efeitos LIV sobre os setores dos
campos da eletrodinaˆmica quaˆntica devido ao espac¸o-tempo intrinsecamente anisotro´pico,
tal como espac¸o-tempo de Finsler. Espera-se que esse procedimento, perturbac¸a˜o da
me´trica sobre um espac¸o-tempo localmente de Minkowski, introduzam naturalmente os
efeitos da LIV como contribuic¸o˜es extras na densidade de lagrangeana da teoria. Para
o caso da extensa˜o do setor do campo eletromagne´tico, pretende-se estudar modificac¸o˜es
nas diversas quantidades atribu´ıdas ao campo eletromagne´tico em primeira ordem do
paraˆmetro que controla os efeitos da LIV. O foco principal deste trabalho direciona-
se a`s equac¸o˜es de Maxwell, relac¸a˜o de dispersa˜o e o propagador de Feynman. Para o
propagador de Feynman, deve-se verificar a unitariedade da teoria diante dos efeitos da
LIV, e para relac¸a˜o de dispersa˜o, deve-se analisar as caracter´ısticas da velocidade de grupo
dos fo´tons dependente da energia. Em adic¸a˜o a isto, deve-se estudar restric¸o˜es sobre
o espac¸o-tempo anisotro´pico atrave´s de observac¸o˜es astrof´ısicas em exploso˜es de raios
gama (GRBs). No caso do setor fermioˆnico, tem-se a intensa˜o de submeteˆ-lo a me´trica
intrinsecamente anisotro´pica de tal forma que seja poss´ıvel obter termos extras como
extenso˜es da densidade de lagrangeana associada. A intensa˜o e´ estudar a possibilidade
de se induzir quanticamente os termos antes gerados pela perturbac¸a˜o da me´trica que
modificam o setor do campo eletromagne´tico, como correc¸o˜es radiativas ao n´ıvel de um-
loop. Ale´m disso, tambe´m submeteu-se o setor fermioˆnico da QED aos efeitos da me´trica
anisotro´pica para se obter extenso˜es efetivas capazes de induzir via correc¸o˜es radiativas
os termos efetivos que modificam o setor do campo eletromagne´tico. Para esse fim, os
ca´lculos sa˜o realizados atrave´s dos ca´lculos de um-loop em conjunto com o esquema de
3regularizac¸a˜o dimensional.
A estrutura da dissertac¸a˜o e´ a seguinte: no cap´ıtulo 2, apresentou-se uma breve
descric¸a˜o dos efeitos da LIV pelo ponto de vista da SME. Tomando-se como exemplo as
extenso˜es de CPT-par e CPT-´ımpar para o setor do campo eletromagne´tico. No cap´ıtulo
3, introduziu-se a me´trica intrinsecamente anisotro´pica, a saber a me´trica de Finsler, e
estudou-se seus efeitos na eletrodinaˆmica de Maxwell. Induziu-se um termo a partir da
densidade de lagrangeana modificada e comparou-se este termo com resultados da teoria
SME. No cap´ıtulo 4, considerou-se a eletrodinaˆmica efetiva, devido a me´trica anisotro´pica
e estudou-se algumas propriedades, tais como as equac¸o˜es de Maxwell modificadas e a
estrutura de unitariedade do propagador do campo de calibre. No cap´ıtulo 5, estudou-se
limites fenomenolo´gicos para os efeitos anisotro´picos atrave´s de dados experimentais de
GRBs, neste caso estudou-se modos de propagac¸a˜o da onda eletromagne´tica atrave´s da
relac¸a˜o de dispersa˜o modificada e foi usada para calcular o atraso temporal do voo entre
dois fo´tons supostamente emitidos da mesma fonte. No cap´ıtulo 6, estudou-se induc¸a˜o
radiativa atrave´s de perturbac¸o˜es quaˆnticas ao n´ıvel de um lac¸o fermioˆnico. E finalmente
no cap´ıtulo 7, apresentou-se as concluso˜es e perspectivas.
Sera´ adotado o sistema de unidades naturais, isto e´, c = ~ = 1 e a me´trica ηµν =
(+1,−1,−1,−1).
Cap´ıtulo 2
A extensa˜o do modelo padra˜o: setor
do campo de calibre
“O ca´lculo tensorial conhece muito mais a f´ısica do que o pro´prio F´ısico.”
Langevin.
A Extensa˜o do Modelo Padra˜o (SME) corresponde a uma teoria de campos efetiva
proposta por Colladay e Kostelecky [15], que esta´ intimamente relacionada a um espac¸o-
tempo anisotro´pico, isto e´, um espac¸o-tempo que preveˆ a LIV. Na pra´tica, a SME fornece
uma descric¸a˜o quantitativa da LIV e CPT, controlada por um conjunto de coeficientes
cujos valores devem ser determinados ou restringidos por experimento. Neste cap´ıtulo,
sera´ tomado como foco o setor do fo´ton, a fim de se examinar algumas implicac¸o˜es teo´ricas
da existeˆncia de termos da LIV e CPT, e como esses termos modificam as equac¸o˜es de
Maxwell. Em tal ana´lise, sera´ tomado como base o trabalho de D. Colladay e V. Alan
Kostelecky[14].
2.1 O setor do fo´ton
As pesquisas por violac¸a˜o de Lorentz envolvendo fo´tons esta˜o entre os melhores tes-
tes de relatividade. Um exemplo pra´tico seria a cla´ssica experieˆncia de Michelson-Morley
que utilizam cavidades de ressonaˆncia eletromagne´ticas altamente esta´veis para pesquisas
de pequenos desvios na velocidade da luz c emitida por fontes astrof´ısicas distantes. De-
vido a`s distaˆncias extremas envolvidas, os estudos astrof´ısicos alcanc¸aram sensibilidades
na ordem das partes em 1038. Sendo assim, faz-se mister uma breve ana´lise de como a
SME modifica algumas relac¸o˜es, as quais, em condic¸o˜es de invariaˆncia de Lorentz, ja´ sa˜o
conhecidas atualmente (por exemplo, as equac¸o˜es de Maxwell).
A densidade de lagrangeana de interesse, que e´ invariante de calibre U(1) por
4
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construc¸a˜o, e´ uma combinac¸a˜o do termo de fo´ton usual, mais um termo com LIV, ou seja
L = L0 + LLIV , (2.1)
em que, o primeiro termo e´ parte eletromagne´tica usual, isto e´
L0 = −1
4
FµνF
µν . (2.2)
Ja´ o termo o qual comporta os efeitos LIV, e´ dividido em duas partes, uma que inclui o
termo LIV CPT-par, dada por
Leven = −1
4
(kF )ρλµνF
ρλF µν , (2.3)
em que o acoplamento (kF )ρλµν surge da contribuic¸a˜o par do setor do fo´ton (ver refereˆncia
[14]), ele e´ real e adimensional. Sem perda de generalidade, ele pode ser visto como
um duplo trac¸o nulo, desde que qualquer componente do trac¸o serviria meramente para
redefinir o termo cine´tico e portanto e´ apenas uma renormalizac¸a˜o do campo.
A outra parte, e´ a que contem o termo LIV CPT-´ımpar do setor do fo´ton, ou seja
Lodd = 1
2
(kAF )
ρρλµνA
λF µν , (2.4)
onde o coeficiente de acoplamento (kAF )
ρ e´ real e tem dimensa˜o de massa. Este termo
surge a partir do setor de calibre CPT-´ımpar da SME1.
Para se ter uma noc¸a˜o, sem exaurir sobre o tema, sera´ feito uma ana´lise de como os
termos acoplados na densidade de lagrangeana modificam as equac¸o˜es de Maxwell. Esta
ana´lise sera´ feita em duas partes, uma so´ com o termo LIV CPT-par e a outra com o
termo LIV CPT-´ımpar.
2.1.1 Setor eletromagne´tico de CPT-par
Nesta subsec¸a˜o, sera´ trabalhado apenas com a densidade de lagrangeana contendo
a parte de Maxwell (usual) somado com o termo de LIV CPT-par, assim a densidade de
lagrangeana e´ dada por
Lf1 = −
1
4
FµνF
µν − 1
4
(kF )ρλµνF
ρλF µν . (2.5)
E´ interessante perceber que o termo kF , quando decomposto, tem 19 componen-
tes independentes, sendo 10 componentes ana´logos ao tensor de Weyl e 9 componentes
1Propriedades de CPT-par devida a LIV pode ser vista em [22].
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ana´logos ao trac¸o livre do tensor de Ricci[14]. Uma maneira interessante de parametrizar
as 9 componentes na˜o-birrefringentes do tensor kF , e´ escreveˆ-las em termos de um tensor
sime´trico de trac¸o nulo, isto e´2
(kF )
µνρσ =
1
2
[
gµρkνσ − gµσkνρ − gνρkµσ + gνσkµρ
]
. (2.6)
A equac¸a˜o de movimento que diz como se da´ a dinaˆmica desse sistema, e´ obtido
pela variac¸a˜o da ac¸a˜o em relac¸a˜o a`s varia´veis (Aν , ∂µA
ν), ou equivalentemente, aplicando
a densidade de lagrangeana Lf1 na conhecida equac¸a˜o de Euler-Lagrange, isto e´
∂Lf1
∂Aν
− ∂µ
(
∂Lf1
∂(∂µAν)
)
= 0. (2.7)
Como a densidade de lagrangeana e´ composta de duas partes (usual e CPT-par),
sera´ feito as derivadas de cada uma das partes separadamente, em seguida juntar-se-a´
tudo.
Primeiramente, percebe-se que
∂L0
∂Aν
= 0 e
∂Leven
∂Aν
= 0, (2.8)
enquanto que
∂L0
∂(∂µAν)
= −1
4
ηβλη
αρ
[ ∂F λα
∂(∂µAν)
F βρ + F
λ
α
∂F βρ
∂(∂µAν)
]
= −1
4
ηαληβρ
[(
δµαδ
λ
ν − δλµδαν
)
F βρ + F
λ
α
(
δµρ δ
β
ν − δβµδρν
)]
= −1
4
[
F µν − F µν + F µν − F µν
]
,
= −F µν . (2.9)
Desta vez, fazendo para
∂Leven
∂(∂µAν)
= −1
4
(kF )ρλαβη
ργηαθ
[ ∂F λγ
∂(∂µAν)
F βθ + F
λ
γ
∂F βθ
∂(∂µAν)
]
= −1
4
(kF )ρλαβη
ργηαθ
[(
δµγ δ
λ
ν − δλµδγν
)
F βθ + F
λ
γ
(
δµθ δ
β
ν − δβµδθν
)]
= −1
4
[
(kF )ρναβη
ρµηαθF βθ − (kF )ρµαβηρνηαθF βθ
+(kF )ρλανη
ργηαµF λγ − (kF )ρλαµηργηανF λγ
]
,
2Detalhes, ver Apeˆndice A.
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notando que atrave´s da simetria do tensor de Riemann, e´ poss´ıvel simplificar a equac¸a˜o
acima, e como os ı´ndices α, β, ρ e λ sa˜o ı´ndices mudos, obte´m-se o seguinte resultado:
∂Leven
∂(∂µAν)
= −(kF )µ ναβFαβ. (2.10)
Finalmente, substituindo as Eqs.(2.8)–(2.9)–(2.10) em (2.7), o resultado sera´
∂µF
µ
ν + (kF )µναβ∂
µFαβ = 0. (2.11)
E as equac¸o˜es de Maxwell homogeˆneas usuais permanecem inalteradas:
∂µF˜
µν = 0, (2.12)
com F˜ µν = 1
2
µναβFαβ, sendo o tensor dual da intensidade de campo. A equac¸a˜o de
movimento (2.11) depende apenas de F µν , de modo que, como esperado, ela e´ invariante
por transformac¸o˜es de calibre U(1), isto e´
Aµ → A′µ = Aµ − ∂µΛ, (2.13)
onde Λ e´ uma func¸a˜o qualquer da posic¸a˜o e do tempo. Assim, a modificac¸a˜o extra na˜o
deve alterar as quantidades conservadas da teoria usual. Apesar destes paralelos com a
eletrodinaˆmica convencional, o processo de fixac¸a˜o de calibre envolve algumas diferenc¸as
interessantes. Por exemplo, ha´ normalmente uma equivaleˆncia entre o calibre de Coulomb
~∇· ~A = 0, o calibre temporal A0 = 0, e um dos membros da famı´lia dos calibres de Lorentz
∂µA
µ = 0. Quando os efeitos da violac¸a˜o de Lorentz sa˜o inclu´ıdos, essas treˆs escolhas
tornam-se desiguais. Um exemplo e´ A0 normalmente ser diferente de zero se o calibre de
Coulomb ~∇ · ~A = 0 e´ imposta[14].
Neste ponto sera´ verificado quais os efeitos do termo extra LIV nas equac¸o˜es de
onda. Reescrevendo a Eq.(2.11), da seguinte maneira
[
ηµν∂α∂
α − 2(kF )µαβν∂α∂β
]
Aµ = 0, (2.14)
onde foi usado, o calibre de Lorentz ∂µA
µ = 0, e as simetrias do tensor de Rienmann.
Para resolver a Eq.(2.14), sera´ usado a seguinte soluc¸a˜o de onda plana:
Aµ(x) = µ(p)e−ipλx
λ
, (2.15)
com pµ = (p0, ~p), de modo que obte´m-se a seguinte equac¸a˜o
MµνA
µ = 0, (2.16)
2.1. O SETOR DO FO´TON 8
onde a matriz Mµν e´
Mµν := ηµνp
2 − 2(kF )µαβνpαpβ. (2.17)
Esta matriz 4×4 e´ hermitiana devido os termos serem reais e sime´tricos. Pode ser mos-
trado que seu determinante e´ nulo de forma ideˆntica para todos os pµ, tal fator esta´
relacionado a` liberdade de calibre. O resultado convencional e´ recuperado quando o coe-
ficiente kF desaparece.
Agora, considerando a Eq.(2.11) no caso em que as componentes na˜o nulas de kF
escolhidas a ser (kF )0i0j = −12βiβj, onde βi sa˜o quantidades (pequenas) reais adimensi-
onais, e estas componentes esta˜o relacionadas pela simetria de kF . Assim, obte´m-se as
seguintes equac¸o˜es3:
~∇ · ~E = −~β~∇(~β · ~E), (2.18)
e
~∇× ~B − ∂0 ~E = ~β∂0(~β · ~E). (2.19)
As Eqs.(2.18)–(2.19) sa˜o as equac¸o˜es de Maxwell na˜o-homogeˆneas, na auseˆncia de
fontes, modificadas. O caso usual e´ recuperado para ~β nulo, ou se estiver perpendicular
ao campo ele´trico ~E.
2.1.2 Setor eletromagne´tico de CPT-´ımpar
A partir daqui, sera´ trabalhado a densidade de lagrangeana que conte´m a parte de
Maxwell (usual) somado com o termo de LIV CPT-´ımpar, de modo que tem-se a seguinte
equac¸a˜o:
Lf2 = −
1
4
FµνF
µν +
1
2
(kAF )
ρρλαβA
λFαβ. (2.20)
Para obter a equac¸a˜o de movimento, basta fazer similarmente ao que foi feito na
sec¸a˜o anterior, ou seja, usar novamente a equac¸a˜o de Euler-Lagrange. Neste caso, observa-
se que
∂Lodd
∂Aν
=
1
2
(kAF )
ρρναβF
αβ. (2.21)
3Mais detalhes no Apeˆndice B.
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Tomando agora
∂Lodd
∂(∂µAν)
=
ηαγ
2
(kAF )
ρρλαβA
λ
∂F βγ
∂(∂µAν)
=
ηαγ
2
(kAF )
ρρλαβA
λ
(
δµγ δ
β
ν − δβµδγν
)
=
1
2
[
ηαµ(kAF )
ρρλανA
λ − ηαν(kAF )ρρλαµAλ
]
, (2.22)
onde considerando a antissimetria do s´ımbolo de Levi-Civita, obte´m-se
∂Lodd
∂(∂µAν)
= (kAF )
ρµ ρλνA
λ. (2.23)
Enta˜o, substituindo as Eqs.(2.9)–(2.21)–(2.23) na equac¸a˜o (2.7), o resultado sera´4
1
2
(kAF )
ρρνµλF
µλ + ∂µF
µ
ν − (kAF )ρρλµν∂µAλ = 0. (2.24)
Notando que e´ poss´ıvel, reescrever o terceiro termo do lado direito da equac¸a˜o acima da
seguinte forma:
(kAF )
ρρλµν∂
µAλ =
1
2
(kAF )
ρ
[
ρλµν∂
µAλ + ρλµν∂
µAλ
]
, (2.25)
de modo que, trocando os ı´ndices do µ → λ e λ → µ do segundo termo entre as chaves,
obte´m-se
(kAF )
ρρλµν∂
µAλ =
1
2
(kAF )
ρ
[
ρλµν∂
µAλ + ρµλν∂
λAµ
]
=
1
2
(kAF )
ρ
[
ρλµν∂
µAλ − ρλµν∂λAµ
]
= −1
2
(kAF )
ρρλµνF
µλ. (2.26)
Assim, ao substituir novamente na equac¸a˜o, o resultado e´ a equac¸a˜o de movimento
∂µF
µ
ν + (kAF )
ρρνλµF
λµ = 0. (2.27)
E´ poss´ıvel ver claramente que, semelhante ao caso CPT-par, este caso tambe´m
e´ invariante de calibre, por depender somente do tensor intensidade de campo. E as
mesmas ana´lises feitas referente ao quadrivetor Aµ na sec¸a˜o anterior, podem serem feitas
aqui. Ale´m disso e´ poss´ıvel obter a seguinte equac¸a˜o de onda modificada:
[
ηµν∂α∂
α + 2(kAF )
ρρνλµ∂
λ
]
Aµ = 0. (2.28)
4Onde foi trocado os ı´ndices mudos α→ µ e β → λ do resultado (2.21).
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E semelhante ao caso anterior, ao usar o ansatz em (2.28)
Aµ(x) = µ(p)e
−ipαxα , (2.29)
a equac¸a˜o de movimento (2.28) gera a equac¸a˜o no espac¸o dos momentos da seguinte forma:
[
ηµνp
2 + 2i(kAF )
ρρµνλp
λ
]
Aµ = 0. (2.30)
Ou melhor, assumindo que Mµν := ηµνp
2 + 2i(kAF )
ρρµνλp
λ, escreve-se
MµνA
ν = 0, (2.31)
onde, por sua vez, a matriz Mµν de ordem 4×4 e´ hermitiana devido o primeiro termo ser
real e sime´trico, enquanto que o segundo e´ imagina´rio e antissime´trico.
E´ poss´ıvel ter uma visa˜o de como o termo CPT-´ımpar modifica as equac¸o˜es de
Maxwell inomogeˆneas na auseˆncia de fonte, basta tomar (kAF )
ρ = ((kAF )
0, ~kAF ). Assim,
obte´m-se5
~∇ · ~E = −2~kAF · ~B, (2.32)
e tambe´m
~∇× ~B − ∂0 ~E = −2~kAF × ~E − 2(kAF )0 ~B. (2.33)
As equac¸o˜es de Maxwell inomogeˆneas usuais sa˜o recuperadas para (kAF )
ρ tomado
como zero.
5Ver detalhes no Apeˆndice C.
Cap´ıtulo 3
Me´trica de Finsler e campos de
calibre
“Nada e´ ta˜o maravilhoso que na˜o possa existir, se admitido pelas leis da Natureza.”
Michael Faraday.
Neste cap´ıtulo sera´ feito uma breve explanac¸a˜o sobre a me´trica de Finsler, conceitos
e definic¸o˜es, preparando um terreno que ajudara´ durante o processo dos ca´lculos. So´ enta˜o
sera´ aplicada tal me´trica no campo eletromagne´tico.
3.1 Norma de Minkowski
Devido ao fato de que sera´ usado mais adiante o conceito de espac¸o-tempo local-
mente de Minkowski, faz-se necessa´rio para clarificar a leitura deste trabalho, uma breve
abordagem da geometria da norma de Minkowski sobre um espac¸o vetorial.
Definic¸a˜o 1. Seja V um espac¸o vetorial de dimensa˜o finita. Uma norma de Minkowski
sobre V e´ uma func¸a˜o na˜o negativa F : V [0→∞) o qual cumpre as seguintes proprieda-
des:
(M1) F esta´ C
∞ sobre V/{0};
(M2) F (λy) = λF (y), ∀λ > 0 e y ∈ V ;
(M3) ∀y ∈ V/{0}, a forma sime´trica bilinear gy sobre V e´ positivo definido, onde
gy(u, v) =
1
2
∂2
∂s∂t
[
F 2(y + su+ tv)
]∣∣∣
s=t=0
. (3.1)
O produto interno gy e´ chamado de forma fundamental na direc¸a˜o y. O par (V, F )
e´ chamado espac¸o de Minkowski. A norma de Minkowski F e´ dita sendo revers´ıvel se
11
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F (−y) = F (y) para y ∈ V .
Ha´ muitas normas de Minkowski sobre o espac¸o vetorial (para melhor compreensa˜o
ver [18] e [24]).
3.2 Me´trica de Finsler
O estudo da Me´trica de Finsler teve o in´ıcio na dissertac¸a˜o de P. Finsler[25] em
1918, o qual foi publicado em 1951. E so´ em seguida, esta me´trica foi chamada de Me´trica
de Finsler 1.
Seja M uma variedade. Para um ponto x ∈ M , denota-se por TxM o espac¸o
tangente a` M em x, conforme a figura abaixo:
Figura 3.1: Variedade M onde para cada ponto x ∈M , tem-se o espac¸o tangente TxM .
O fibrado tangente TM de M e´ a unia˜o de espac¸os tangentes com a estrutura
diferencial natural,
TM :=
⋃
x∈M
TxM.
Denota-se os elementos em TM por (x, y) onde y ∈ TxM . Assim, a me´trica de
Finsler e´ definida sobre o fibrado tangente TM ao inve´s de ser sobre a variedade M .
Definic¸a˜o 2. A func¸a˜o F : TM → [0,∞) e´ chamado de Me´trica de Finsler se ela tem
as seguintes propriedades:
(i) F e´ C∞ no TM \ {0};
1Este cap´ıtulo e´ feito com base no trabalho de Zhe Chang e Sai Wang [23]
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(ii) ∀x ∈M,Fx := F |TM e´ um espac¸o-tempo Minkowski normalizado sobre TxM .
O par (M,F ) e´ chamado de espac¸o Finsler.
A geometria de Finsler origina-se a partir da seguinte integral[16][18]∫ b
a
F (x, y)dτ (3.2)
onde x denota a posic¸a˜o e y := dx
dτ
denota a chamada quadrivelocidade. O integrando
F (x, y) e´ chamado de estrutura de Finsler, que e´ uma func¸a˜o positiva, suave e positiva-
mente 1-homogeˆnea definida sobre a fenda do fibrado tangente TM \ {0}. A positividade
1-homogeˆnea denota a caracter´ıstica F (x, λy) = λF (x, y) para todo λ > 0. A me´trica de
Finsler e´ definida como
gµν(x, y) :=
∂
∂yµ
∂
∂yν
(
1
2
F 2
)
(3.3)
O modelo mais simples da SME, com apenas uma constante de acoplamento na˜o nulo aµ
nos termos sLIV, leva a um espac¸o-tempo plano de geometria Randers-Finsler. Onde o
resultado sera´ uma me´trica composta por uma parte plana mais um termo com func¸a˜o
de uma direc¸a˜o preferencial y.2
A me´trica de Finsler junto com seu tensor inverso, sa˜o usados para baixar e levantar
os ı´ndices dos tensores. Ale´m disso, nota-se que a me´trica de Finsler se torna Riemanniana
se ela na˜o depende de y.
Um espac¸o-tempo de Finsler (M,F ) e´ chamado localmente Minkowski[17] se na˜o ha´
dependeˆncia de x na estrutura F , ou seja F = F (y). Portanto, como e´ poss´ıvel constatar,
a me´trica Finsler gµν depende somente de y de acordo com (3.3). Em tal espac¸o-tempo,
as conexo˜es e curvaturas se anulam. Portanto, e´ um plano e maximamente sime´trico[26].
O anulamento das conexo˜es implica que uma part´ıcula livre segue uma linha reta.
Sendo assim, nota-se que o espac¸o-tempo localmente de Minkowski pertence ao espac¸o-
tempo Berwald[17]. Todo espac¸o tangente do espac¸o-tempo Berwald e´ linearmente iso-
morfo a` um espac¸o linear de Minkowski normalizado comum. Fisicamente, isto significa
que as leis da f´ısica sa˜o comuns em cada posic¸a˜o em tal espac¸o-tempo.
No espac¸o-tempo de Finsler, a quadrivelocidade de uma part´ıcula livre e´ dada por
uma equac¸a˜o geode´sica de Finsler[17]
d2xµ
dτ 2
+ Γµρσ(x, y)
dxρ
dτ
dxσ
dτ
= 0 (3.4)
onde Γ denota a conexa˜o. A geode´sica de Finsler origina-se a partir da variac¸a˜o de uma
integral do elemento de linha Finsler da forma (3.2). No espac¸o-tempo localmente de
2Conforme mostrado no Apeˆndice D.
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Minkowski, as conexo˜es se anulam, particularmente. De modo que a equac¸a˜o geode´sica
de Finsler (3.4) torna-se
d2xµ
dτ 2
= 0. (3.5)
Sua soluc¸a˜o da´ um vetor constante em y, significando que y e´ independente de x.
Algo muito interessante a se comentar e´ que, neste trabalho y denota a quadrive-
locidade de um fo´ton livre ao longo da geode´sica de Finsler. Pore´m, para uma part´ıcula
carregada, tal como o ele´tron, a mesma interagiria com o campo eletromagne´tico, de modo
do que a equac¸a˜o geode´sica de Finsler deva ser modificada. Com isso, um termo extra
relacionado a` forc¸a eletromagne´tica F µ(x) deve ser adicionado ao lado direito da equac¸a˜o
geode´sica de Finsler. A velocidade da part´ıcula carregada e´ dada pela soluc¸a˜o da equac¸a˜o
geode´sica modificada, de modo que ela dependeria de x.
3.3 Campo eletromagne´tico no espac¸o localmente de
Minkowski
Similarmente ao caso no espac¸o-tempo de Minkowski, sera´ definido um quadripo-
tencial, que e´ um 1-forma, do campo eletromagne´tico no espac¸o-tempo localmente de
Minkowski na forma
A := Aµ(x)dx
µ (3.6)
que preserva a simetria interna de calibre U(1). A partir do quadripotencial, sera´ definida
a intensidade do campo da seguinte forma
F := dA = d(Aµdx
µ)
= d(Aµ)dx
µ + Aµd(dx
µ), (3.7)
onde atrave´s do Lema de Poincare´3, e´ poss´ıvel usar o fato de que d(dxµ) = 0.
Assim, da equac¸a˜o (3.7), resta
F = dAµ ∧ dxµ
=
∂Aµ
∂xν
dxν ∧ dxµ, (3.8)
onde tal equac¸a˜o e´ poss´ıvel ser escrita na seguinte forma:
F =
1
2
(
∂Aµ
∂xν
dxν ∧ dxµ + ∂Aµ
∂xν
dxν ∧ dxµ
)
. (3.9)
3Ver demonstrac¸a˜o no Apeˆndice E.
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Trocando ν → µ e µ→ ν no segundo termo, obte´m-se
F =
1
2
(
∂Aµ
∂xν
dxν ∧ dxµ + ∂Aν
∂xµ
dxµ ∧ dxν
)
. (3.10)
Similarmente, ao que foi feito anteriormente, isto e´, sendo dxν ∧dxµ = −dxµ∧dxν ,
a equac¸a˜o (3.10) toma a seguinte forma:
F =
1
2!
(
∂Aν
∂xµ
− ∂Aµ
∂xν
)
dxµ ∧ dxν . (3.11)
A equac¸a˜o acima sera´ escrita como
F =
1
2!
Fµν(x)dx
µ ∧ dxν , (3.12)
onde
Fµν =
∂Aν
∂xµ
− ∂Aµ
∂xν
. (3.13)
Nota-se que a intensidade do campo F e´ uma 2-forma.
A partir daqui, a fim de simplificar a escrita, sera´ usada a notac¸a˜o abreviada
∂µAν :=
∂Aν
∂xµ
,
de tal forma que
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (3.14)
que e´ um invariante sob o grupo de calibre U(1).
Atrave´s da me´trica de Finsler gµν do espac¸o-tempo localmente de Minkowski, e´
poss´ıvel obter a forma contravariante do tensor forc¸a de campo, bastando levantar os
ı´ndices do 2-forma covariante de (3.14), a saber F µν = gµσgνλFσλ. Desta maneira, o
cara´ter covariante e´ preservado no espac¸o-tempo localmente de Minkowski.
Aqui sera´ escrita a forma usual da densidade de lagrangeana para o campo eletro-
magne´tico, mas substituindo a me´trica do espac¸o-tempo ηµν pela me´trica de Finsler gµν .
Assim, a densidade de lagrangeana tem a seguinte forma:
L = −1
4
FµνF
µν . (3.15)
No espac¸o-tempo localmente de Minkowski, uma base base ortogonal e´ dada por
{ ∂
∂xµ
} e sua base dual e´ {dxµ}. A ac¸a˜o do campo eletromagne´tico tem a forma
S =
∫
LdΩ (3.16)
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onde dΩ =
√−detgµν(y)d4x denota o elemento de volume invariante para cada posic¸a˜o
x.
Usando o princ´ıpio variacional da ac¸a˜o, em que δS = 0, obte´m-se a equac¸a˜o de
Euler-Lagrange4 associada a ac¸a˜o S ou a` densidade de lagrangeana L(Aν , ∂µAν).
∂L
∂Aν
− ∂µ
(
∂L
∂(∂µAν)
)
= 0. (3.17)
Tomando agora a densidade de lagrangeana (3.15), ja´ usando a me´trica de Finsler
para baixar os ı´ndices, isto e´5
L = −1
4
FβνF
βν = −1
4
gνγg
βλF γβ F
ν
λ (3.18)
e aplicando na equac¸a˜o de Euler-Lagrange, obte´m-se
∂L
∂Aσ
= 0 (3.19)
e
∂L
∂(∂µAσ)
= −1
4
gνγg
βλ
(
∂F γβ
∂(∂µAσ)
F νλ + F
γ
β
∂F νλ
∂(∂µAσ)
)
= −1
4
gνγg
βλ
[
(δµβδ
γ
σ − δγµδβσ)F νλ + F γβ (δµλδνσ − δνµδλσ)
]
= −1
4
[
(δµβδ
γ
σ − δγµδβσ)F β γ + F λν(δµλδνσ − δνµδλσ)
]
= −1
4
[
F µσ − F σµ + F µσ − F σµ
]
e como F µσ = −F σµ, tem-se que
∂L
∂(∂µAσ)
= −F µσ. (3.20)
Substituindo estes resultados na equac¸a˜o de Euler-Lagrange, obte´m-se a seguinte
equac¸a˜o de movimento6
∂µF
µ
σ = 0. (3.21)
4Ver o ca´lculo no Apeˆndice F.
5Os ı´ndices foram trocados para na˜o causarem confusa˜o no processo dos ca´lculos.
6Sabendo que ∂µF
µ
σ = ∂
µFµσ.
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Usando a me´trica de Finsler, a equac¸a˜o acima pode ser escrita como
gµν∂νFµσ = 0. (3.22)
Ao escrever (3.22) em termos de Aµ e Aσ, obte´m-se
gµν∂ν [∂µAσ − ∂σAµ] = 0
gµν∂µ∂νAσ − ∂σ∂µAµ = 0.
Usando o calibre de Lorentz
gµν∂νAµ = 0 (3.23)
obte´m-se a seguinte equac¸a˜o:
gµν∂µ∂νAσ = 0, (3.24)
sendo esta a equac¸a˜o de onda eletromagne´tica associada, tendo como soluc¸a˜o:
Aσ = σe
−igµνkµxµ , (3.25)
onde σ denota a polarizac¸a˜o e k
µ denota um vetor-onda da onda plana eletromagne´tica.
Substituindo a Eq.(3.25) na Eq.(3.24), obte´m-se uma relac¸a˜o de dispersa˜o para a onda
plana eletromagne´tica
gµν∂µ∂ν(σe
−igαβkαxβ) = 0
−δµαkαgαβkαδβµAσ = 0
onde gµνgαν = δ
µ
α. Enta˜o
−kµgαµkαAσ = 0,
como Aσ 6= 0, implica que
gαµk
αkµ = 0. (3.26)
Sua forma e´ ta˜o semelhante quanto um invariante de Lorentz na eletrodinaˆmica
usual. Contudo, ela e´ modificada pela me´trica de Finsler gµν desde que a contrac¸a˜o dos
ı´ndices de espac¸o-tempo seja via esta me´trica.
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3.4 Campo eletromagne´tico devido a me´trica de Fins-
ler
As observac¸o˜es feitas na˜o mostram sinais dos efeitos LIV nas presentes escalas de
energias ating´ıveis[28]. Este fato implica que os efeitos LIV devem ser minu´sculos. Pore´m,
e´ poss´ıvel extrair os efeitos LIV pela expansa˜o da me´trica de Finsler da seguinte maneira:
gµν(y) = ηµν + hµν(y). (3.27)
Atrave´s desta expansa˜o, os efeitos LIV de primeira ordem sa˜o extraidos e caracte-
rizados completamente por hµν . Dada a Eq.(3.15), que com os ı´ndices baixados torna-se
L = −1
4
gµρgνσFµνFρσ (3.28)
de modo que usando a expansa˜o (3.27), obte´m-se
L = −1
4
[ηµρ + hµρ][ηνσ + hνσ]FµνFρσ
= −1
4
[ηµρηνσ + ηµρhνσ + hµρηνσ + hµρhνσ]FµνFρσ
= −1
4
[ηµρηνσ + ηµρhνσ + hµρηνσ]FµνFρσ
= −1
4
[ηµρηνσFµνFρσ + η
µρhνσFµνFρσ + h
µρηνσFµνFρσ]
onde o termo hµρhνσ e´ desprezado devido ser um termo de segunda ordem, gerando um
efeito LIV de segunda ordem, com o qual na˜o se esta´ sendo trabalhado. Fazendo a troca
dos ı´ndices do terceiro termo (em vista que esta˜o somados) da seguinte forma: µ → ν e
ν → µ, e tambe´m ρ→ σ e σ → ρ, obte´m-se
L = −1
4
[ηµρηνσFµνFρσ + η
µρhνσFµνFρσ + η
µρhνσFνµFσρ].
Usando a antissimetria do tensor Fµν , obte´m-se o seguinte resultado:
L = −1
4
ηµρηνσFµνFρσ − 1
2
ηµρhνσFµνFρσ. (3.29)
Como mencionado na introduc¸a˜o, a violac¸a˜o expl´ıcita da invariaˆncia de Lorentz se
da´ pela SME. Na pra´tica, essa abordagem inclui termos mediados por campos constantes
que controlam o LIV da densidade de lagrangeana estendida. Neste ponto, sera´ mostrado
que um termo espec´ıfico que modifica o setor do fo´ton, pode ser obtido pela abordagem
de Finsler.
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A partir da Eq.(3.29) pode-se separar a densidade de lagrangeana em dois termos,
isto e´
L := LLI + LLIV , (3.30)
onde LLI = −14ηµρηνσFµνFρσ denota o termo invariante de Lorentz, enquanto que o termo
LIV e´ reescrito da seguinte maneira
LLIV = −1
2
[
1
4
(ηµρhνσFµνFρσ + η
µρhνσFµνFρσ + η
µρhνσFµνFρσ + η
µρhνσFµνFρσ)
]
LLIV = −1
8
[ηµρhνσFµνFρσ + η
µρhνσFµνFρσ + η
µρhνσFµνFρσ + η
µρhνσFµνFρσ].
Agora, fazendo a seguinte troca de ı´ndices: no segundo termo sera´ trocado µ→ ν
e ν → µ, no terceiro termo sera´ trocado σ → ρ e ρ→ σ, ja´ no quarto termo sera´ trocado
µ→ ν e ν → µ, assim como σ → ρ e ρ→ σ, de modo que o resultado e´
LLIV = −1
8
[ηµρhνσFµνFρσ + η
νρhµσFνµFρσ + η
µσhνρFµνFσρ + η
νσhµρFνµFσρ],
usando a antissimetria do tensor Fµν , obte´m-se
LLIV = −1
8
[ηµρhνσ − ηνρhµσ − ηµσhνρ + ηνσhµρ]FµνFρσ. (3.31)
Foi abordado no cap´ıtulo anterior que na estrutura da SME o termo sLIV CPT-par
na densidade de lagrangeana do campo eletromagne´tico e´ dado por[14]
LSME = −1
4
kµνρσFµνFρσ, (3.32)
onde kµνρσ denota um termo adimensional que caracteriza o n´ıvel dos efeitos sLIV. Um
detalhe importante e´ que, na SME, o paraˆmetro kµνρσ e´ posto a ma˜o, enquanto que no
espac¸o-tempo localmente de Minkowski, pode-se relacionar este paraˆmetro ao paraˆmetro
de deformac¸a˜o hµν do espac¸o-tempo de Minkowski ao localmente de Minkowski. Compa-
rando Eq.(3.31) com Eq.(3.32), obte´m-se a relac¸a˜o
kµνρσ =
1
2
(
ηµρhνσ − ηνρhµσ − ηµσhνρ + ηνσhµρ
)
, (3.33)
onde observa-se uma semelhanc¸a com a equac¸a˜o (2.6).
E´ poss´ıvel fazer algumas observac¸o˜es a cerca deste resultado. Por exemplo, na SME,
o paraˆmetro k e´ uma constante desde que a energia e o momento sejam conservados[14].
No espac¸o-tempo localmente de Minkowski, a equac¸a˜o geode´sica do fo´ton da´ y como um
vetor constante ao longo da geode´sica, assim sendo, h e´ uma constante e o lado direito da
equac¸a˜o e´ tambe´m uma constante. Com esta ana´lise, e´ poss´ıvel inferir que o modelo LIV
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do campo eletromagne´tico obtido no espac¸o-tempo localmente de Minkowski e´ compat´ıvel
com os resultados perturbativos na SME. Ale´m do mais, existem dez componentes inde-
pendentes para hµν , e como foi visto anteriormente, ha´ dezenove para kµνρσ[14]. Pore´m,
somente as componentes da foma kµνµσ sa˜o possivelmente na˜o-nulos no espac¸o-tempo
localmente de Minkowski, basta olhar para a equac¸a˜o acima. Lembrando que a forma es-
crita de kµνρσ sa˜o os termos na˜o birrefringentes, implicando em que, a birrefringeˆncia da
luz na˜o aparecera´ ao lidar com termos de primeira ordem neste modelo Finsler do campo
eletromagne´tico. A raza˜o e´ que ao lidar somente com termos de primeira ordem, todas
as componentes de Weyl de kµνρσ anulam-se[29]. Estas previso˜es distinguem o modelo do
campo eletromagne´tico no espac¸o-tempo localmente de Minkowski da SME.
Ale´m disso, assim como LSME faz na SME, o termo LIV LLIV denota as interac¸o˜es
de violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz em primeira ordem para o campo eletromagne´tico
no espac¸o-tempo localmente de Minkowski.
Cap´ıtulo 4
Propagador de Feynman:
unitariedade
“Tudo e´ interessante, se voceˆ olhar o suficiente.”
Richard Feynman .
Em teoria quaˆntica de campo, e´ poss´ıvel obter informac¸o˜es do sistema olhando a
equac¸a˜o de movimento do mesmo. No estudo de interac¸o˜es do sistema, como no caso
simples, em que a equac¸a˜o de movimento interage com uma fonte externa, a equac¸a˜o de
movimento sofre alterac¸o˜es. Esta interac¸a˜o e´ descrita via uma func¸a˜o de Green espec´ıfica,
tal qual e´ conhecida como propagador. No caso do campo eletromagne´tico esta func¸a˜o e´
chamada de propagador de Feynman.
Para obter o propagador, sera´ tomado a densidade de lagrangeana (3.29), isto e´
L = −1
4
FµνF
µν − 1
2
ηµρhνσFµνFρσ − 1
2
λ∂µA
µ∂νA
ν (4.1)
onde o u´ltimo membro da equac¸a˜o acima representa um termo de fixac¸a˜o de calibre, para
que o propagador possa ser determinado univocamente.
Desta forma, a ac¸a˜o e´
S =
∫
d4x
1
2
[
−1
2
FµνF
µν − ηµρhνσFµνFρσ − λ∂µAµ∂νAν
]
(4.2)
onde e´ poss´ıvel reescrever o primeiro termo, reescrevendo de forma conveniente os ı´ndices
somados e usando a antissimetria do tensor intensidade de campo, da seguinte maneira:
1
2
FµνF
µν = ∂µAν∂
µAν − ∂νAµ∂µAν . (4.3)
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Trabalhando agora o segundo termo de (4.2), tem-se que
ηµρhνσFµνFρσ = η
µρhνσ[∂µAν − ∂νAµ][∂ρAσ − ∂σAρ]
= ηµρhνσ∂µAν∂ρAσ − ηµρhνσ∂µAν∂σAρ − ηµρhνσ∂νAµ∂ρAσ + ηµρhνσ∂νAµ∂σAρ.
Notando que todos os termos esta˜o com os ı´ndices somados, sera´ feita a seguinte
troca dos ı´ndices:
(i) no 1o termo sera´ trocado µ→ ν e ν → µ;
(ii) no 2o termo sera´ trocado µ→ ν e ν → µ;
(iii) no 3o termo sera´ trovado ν → σ e σ → ν;
(iv) no 4o termo sera´ trocado ν → ρ e ρ→ ν. Assim, o resultado obtido sera´
ηµρhνσFµνFρσ = η
νρhµσ∂νAµ∂ρAσ−ηνρhµσ∂νAµ∂σAρ−ηµρhσν∂σAµ∂ρAν+ηµνhρσ∂ρAµ∂σAν .
Agora sera´ feito a seguinte troca: ν → σ e σ → ν no 1o termo, tambe´m ν → ρ e
ρ→ ν no 2o termo, i.e´
ηµρhνσFµνFρσ = η
σρhµν∂σAµ∂ρAν−ηρνhµσ∂ρAµ∂σAν−ηµρhσν∂σAµ∂ρAν+ηµνhρσ∂ρAµ∂σAν .
(4.4)
Substituindo Eq.(4.3) e Eq.(4.4) em Eq.(4.2), obte´m-se
S =
∫
d4x
1
2
[∂νAµ∂
µAν − ∂µAν∂µAν − ησρhµν∂σAµ∂ρAν + ηρνhµσ∂ρAµ∂σAν
+ηµρhσν∂σAµ∂ρAν − ηµνhρσ∂ρAµ∂σAν − λ∂µAµ∂νAν ] . (4.5)
Aqui sera˜o feitas as seguintes considerac¸o˜es: usando a derivada do produto, e´
poss´ıvel escrever
∂νAµ∂
µAν = ∂ν [Aµ∂
µAν ]− Aµ∂ν∂µAν , (4.6)
de modo que ao substituir a equac¸a˜o acima na Eq.(4.5), notando que o primeiro termo
(termos de superf´ıcie) de cada equac¸a˜o se anulara´ ao integrar no contorno, e fazendo
λ = 1, obte´m-se
S =
∫
d4x
1
2
[Aν∂µ∂
µAν − Aµ∂ν∂µAν + ησρhµνAµ∂ρ∂σAν − ηρνhµσAµ∂σ∂ρAν
−ηµρhσνAµ∂σ∂ρAν + ηµνhρσAµ∂ρ∂σAν + Aµ∂µ∂νAν ] , (4.7)
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onde o segundo e o u´ltimo termo se anulam, assim
S =
∫
d4x
1
2
[Aν∂µ∂
µAν + ησρhµνAµ∂ρ∂σAν − ηρνhµσAµ∂σ∂ρAν
−ηµρhσνAµ∂σ∂ρAν + ηµνhρσAµ∂ρ∂σAν ] . (4.8)
Usando a me´trica, tem-se que
Aν∂µ∂
µAν = ηµνAµ2Aν , (4.9)
com 2 = ∂α∂
α. Tem-se tambe´m que
Aµ∂ν∂
µAν = Aµ∂
ν∂µAν (4.10)
assim como
Aµ∂µ∂
νAν = Aµ∂
µ∂νAν (4.11)
de modo que a ac¸a˜o (4.8), pode ser escrita como
S =
∫
d4x
1
2
Aµ [η
µν2+ ησρhµν∂ρ∂σ − ηρνhµσ∂σ∂ρ − ηµρhσν∂σ∂ρ + ηµνhρσ∂ρ∂σ]Aν ,
(4.12)
ou melhor
S =
∫
d4x
1
2
Aµ [η
µν2+ hµν2− hµσ∂σ∂ν − hσν∂σ∂µ + ηµνhρσ∂ρ∂σ]Aν , (4.13)
sendo poss´ıvel reescrever da seguinte forma:
S =
∫
d4x
1
2
Aµ∆
µνAν , (4.14)
onde o termo ∆µν = ηµν2+ hµν2− hµσ∂σ∂ν − hσν∂σ∂µ + ηµνhρσ∂ρ∂σ e´ o nu´cleo da ac¸a˜o,
e uma vez que esse operador atue em uma func¸a˜o de Green, de modo a obter
∆µν(∆F )λν(x− y) = δµλδ4(x− y), (4.15)
tal func¸a˜o de Green (∆F )λν(x− y) e´ o propagador do modelo Finsler.
Enta˜o
[ηµν2+ hµν2− hµσ∂σ∂ν − hσν∂σ∂µ + ηµνhρσ∂ρ∂σ](∆F )λν(x− y) = δµλδ4(x− y), (4.16)
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que pode ser reescrito no espac¸o dos momentos, notando que
(∆F )λν(x− y) =
∫
d4k
(2pi)4
(∆F )λν(k)e
−ik·(x−y) (4.17)
e
δ4(x− y) =
∫
d4k
(2pi)4
e−ik·(x−y) (4.18)
de modo que
[ηµν2+ hµν2− hµσ∂σ∂ν − hσν∂σ∂µ + ηµνhρσ∂ρ∂σ](∆F )λν(x− y)
= δµλ
∫
d4k
(2pi)4
e−ik·(x−y). (4.19)
Notando que
∂µ(∆F )λν(x− y) =
∫
d4k
(2pi)4
(∆F )λν(k)(−ikµ)e−ik·(x−y) (4.20)
obte´m-se∫
d4k
(2pi)4
[−ηµνk2 − hµνk2 + hµσkσkν + hσνkσkµ − ηµνhρσkρkσ](∆F )λν(k)e−ik·(x−y)
= δµλ
∫
d4k
(2pi)4
e−ik·(x−y). (4.21)
Observando a equac¸a˜o acima, nota-se que
[−ηµν(k2 + hρσkρkσ)− hµνk2 + hµσkσkν + hσνkσkµ](∆F )λν(k) = δµλ . (4.22)
Agora, definindo k˜2 := k2 + hρσkρkσ, k˜
µ := hµσkσ e k˜
ν := hσνkσ, a equac¸a˜o acima
torna-se
[−ηµν k˜2 − hµνk2 + k˜µkν + k˜νkµ](∆F )λν(k) = δµλ , (4.23)
de modo que, tomando o seguinte ansatz :
(∆F )λν = Aηλν +Bhλν + Ck˜λkν +Dk˜νkλ. (4.24)
Substituindo (4.24) em (4.23), o resultado sera´
−Aδµλ k˜2 −Bhµλk˜2 − Ck˜λkµk˜2 −Dηµν k˜νkλk˜2 − Ahµλk2 + Ak˜µkλ + Aηλν k˜νkµ = δνλ, (4.25)
onde os termos que continham produtos de “h” foram desprezados, por serem pertubac¸o˜es
de segunda ordem, por exemplo hµνhλν . Nota-se que (4.25) proporciona quatro equac¸o˜es
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com quatro inco´gnitas, isto e´
−Aδµλ k˜2 = δνλ
A = − 1
k˜2
, (4.26)
e assim
(−Bk˜2 − Ak2)hµλ = 0
B = −Ak
2
k˜2
B =
k2
k˜4
, (4.27)
enquanto que
(−Ck˜2 + A)k˜λkµ = 0
C =
A
k˜2
C = − 1
k˜4
, (4.28)
tambe´m
(−Dk˜2 + A)k˜µkλ = 0
D =
A
k˜2
D = − 1
k˜4
. (4.29)
Finalmente, substituindo estes resultados em (4.24), obte´m-se a func¸a˜o de Green
que e´ o propagador de Feynman modificado deste modelo, isto e´
(∆F )λν = − 1
k˜2
(
ηλν − k
2hλν
k˜2
+
k˜λkν
k˜2
+
k˜νkλ
k˜2
)
. (4.30)
Uma questa˜o de grande relevaˆncia em um modelo, e´ saber se o mesmo preserva a
propriedade de unitariedade. Para essa verificac¸a˜o, sera´ feito o seguinte procedimento:
Saturando o propagador com correntes conservadas, tal que kµJ
µ = 0, obte´m-se
PS ≡ Jν(∆F )λνJλ. (4.31)
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Observa-se que resta apenas
PS = − 1
k˜2
(
J2 − k
2JνhλνJ
λ
k˜2
)
, (4.32)
de modo que
PS = − 1
k2 + hλνkλkν
(
J2 − k
2JνhλνJ
λ
k2 + hλνkλkν
)
. (4.33)
E´ poss´ıvel assegurar a unitariedade deste modelo se o res´ıduo do propagador sa-
turado (PS) calculado em seus polos simples forem maiores que zero para os modos de
propagac¸a˜o. Partindo do caso em que1 h00 = −h00 = k0M , e pela conservac¸a˜o de corrente,
nota-se que Jµ = (J0, J1, J2, k
0J0
k3
). Assim
PS = − 1
k2 + h00k0k0
(
J2 − k
2J0h00J
0
k2 + h00k0k0
)
, (4.34)
de modo que
PS = − 1
k2 +
k0
M
ω2
J2 + k2 k
0
M
J20
k2 +
k0
M
ω2
 . (4.35)
Tomando o denominador fora dos pareˆnteses e igualando-o a` zero, obte´m-se o polo
k2 +
k0
M
ω2 = 0 ⇒ k2 = − k
0
M
ω2, (4.36)
enta˜o
PS = − 1
k2 −m2−
J2 + k2 k
0
M
J20
k2 −m2−
 , (4.37)
onde m2− = −
k0
M
ω2.
Tomando k2 = k2 −m2− +m2−, a equac¸a˜o (4.37) torna-se
PS = − J
2
k2 −m2−
−
(k2 −m2−)
k0
M
J20
k2 −m2−
− m
2
−k
0J20
(k2 −m2−)M
= − J
2
k2 −m2−
− k
0J20
M
− k
2
0ω
2J20
(k2 −m2−)M2
, (4.38)
1Tal proposta sera´ argumentada no pro´ximo cap´ıtulo.
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onde, ao desprezar termos de segunda ordem na escala de energia, resta apenas
PS = −J
2M − (k2 −m2−)k0J20
(k2 −m2−)M
. (4.39)
Chamando f(k2) = −J
2M − (k2 −m2−)k0J20
M
, tem-se que o res´ıduo do PS sera´
Res[PS]k2=m2− = limk2→m2−
f(k2)(k2 −m2−)
(k2 −m2−)
= lim
k2→m2−
−J
2M − (k2 −m2−)k0J20
M
= −J2. (4.40)
Assim, finalmente2
Res[PS]k2=m2− = J
2
0
[k20
k23
− 1
]
+
(
J21 + J
2
2
)
. (4.41)
Como pode ser visto a partir do resultado acima, o res´ıduo do PS e´ sempre positivo
para qualquer valor real de k3 e k0, garantindo assim a unitariedade deste modelo Finsler.
2tomando kµ = (k0, 0, 0, k3).
Cap´ıtulo 5
Aspectos fenomenolo´gicos e
exploso˜es de raios gama
Neste cap´ıtulo sera´ estudado os modos de propagac¸a˜o da onda eletromagne´tica
devido o termo perturbativo da me´trica de Finsler. Em seguida sera´ imposto limites
fenomenolo´gicos deste modelo atrave´s de observac¸o˜es astrof´ısicas, especificamente o atraso
temporal entre dois fo´tons atrave´s de dados de exploso˜es de raios gama (GRBs).
5.1 Modo de propagac¸a˜o das ondas eletromagne´ticas
Sabendo que o propagador da teoria e´ uma func¸a˜o na qual o denominador, quando
igualado a zero resulta na relac¸a˜o de dispersa˜o, sera´ usado o denominador da Eq.(4.30),
de modo que e´ poss´ıvel obter a relac¸a˜o de dispersa˜o para este modelo1
ηµνkµkν + h
µνkµkν = 0. (5.1)
Neste ponto, com o intuito de que a velocidade da luz seja subluminal, sera´ proposto
uma me´trica no espac¸o-tempo localmente de Minkowski e assim se estudara´ os modos de
propagac¸a˜o do fo´ton.
Para discutir detalhes dos efeitos LIV, e´ postulado a me´trica do espac¸o-tempo
localmente de Minkowski como
gµν(y) = ηµν + hµν(y), (5.2)
1Atentando para o fato de que esta equac¸a˜o caracteriza o cone de luz, onde o termo LIV se apresenta
como uma fonte, de modo que o cone de luz pode ser exprimido ou alargado e a velocidade podendo ser
subluminal ou superluminal.
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gµν(y) =

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
+

ay0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
 ,
ou escreve-se da seguinte forma
gµν(y) = diag(1 + ay0,−1,−1,−1), (5.3)
onde |ay0|  1 e “a” e´ positivo. F foi normalizado F (y˜) = 0, e yµ = y˜µ/f(y˜). Como
se sabe, a quadrivelocidade de uma part´ıcula esta´ relacionada ao quadrimomento desta
part´ıcula. Enta˜o, y poderia ser relacionado com k. No caso mais simples, y e´ uma func¸a˜o
linear de k, ou seja y ∝ k similarmente a` mecaˆnica quaˆntica. Desta maneira, a me´trica
pode ser escrita como
gµν(y) = diag(1 +
k0
M
,−1,−1,−1) (5.4)
onde a constante M e´ uma escala de alta-energia em que “a” foi absorvida. Logo, a
me´trica perturbativa e´ dada por
h00 = −h00 = k
0
M
(5.5)
e as outras componentes sa˜o nulas. A escala de energia M implica em uma escala para
uma poss´ıvel ocorreˆncia dos efeitos LIV, implicando que os efeitos LIV esta˜o contidos mais
severamente por esta escala. Portanto, e´ esperado que os efeitos LIV sejam observados,
mais possivelmente, na f´ısica de ultra-alta energia, tal como a escala de Planck.
Decompondo a relac¸a˜o de dispersa˜o (5.1) em termos de kµ = (ω,−~k) e inserindo a
Eq.(5.5), obte´m-se as soluc¸o˜es como frequeˆncia em func¸a˜o do vetor onda, isto e´
(
1 +
k0
M
)
ω2 − |~k|2 = 0 ⇒ ω2 = |
~k|2(
1 +
k0
M
)
ω =
±|~k|√
1 +
k0
M
, (5.6)
onde e´ poss´ıvel notar pela equac¸a˜o acima que na˜o aparece birrefringeˆncia neste modelo,
uma vez que os modos de propagac¸a˜o da onda sa˜o iguais dependentes apenas da energia
controlada pela escala M . Nota-se que se o termo perturbativo tende a ser muito pequeno,
o caso usual do setor eletromagne´tico e´ recuperado.
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Da equac¸a˜o (5.6), pode-se obter a velocidade de grupo, lembrando que
vg =
∂ω±
∂|~k| (5.7)
de modo que a velocidade de grupo tem a seguinte forma:
vg = ± 1√
1 +
k0
M
. (5.8)
Expandindo
(
1 +
k0
M
)− 1
2
em se´rie de Taylor, obte´m-se
(
1 +
k0
M
)− 1
2
= 1− k
0
2M
+ · · ·(
1 +
k0
M
)− 1
2 ≈ 1− k
0
2M
, (5.9)
assim
vg = ±
(
1− k
0
2M
)
. (5.10)
Isto implica que a velocidade de grupo para part´ıculas com energia k0 > 0 se pro-
pagam subluminalmente em tal espac¸o-tempo. Significando que, part´ıculas com energia
cada vez mais alta, propagam-se mais devagar. Em outras palavras, a relac¸a˜o de dispersa˜o
torna-se
ηµνk
µkν =
k0
M
(k0)2 > 0. (5.11)
Significando que o cone de luz e´ exprimido, de modo que quanto mais alta e´ a energia da
part´ıcula, mais severamente o seu cone de luz e´ exprimido. Enta˜o, nota-se a consisteˆncia
com a velocidade da luz (5.10) ser subluminal.
5.2 O atraso temporal entre dois fo´tons
As predic¸o˜es feitas atrave´s deste modelo Finsler, sa˜o de tal maneira que quanto
maior for a energia de um fo´ton, menor sera´ a velocidade do mesmo ao viajar neste
espac¸o-tempo localmente Minkowski; estes resultados podem ser verificadas atrave´s de
observac¸o˜es astrof´ısicas sobre Exploso˜es de Raios Gama (GRBs). Pode-se pensar que
os efeitos da LIV podem ser acumuladas depois que um fo´ton viaja uma distaˆncia cos-
molo´gica.
Sera˜o considerados os dados coletados pelo sate´lite Fermi, onde se tem obser-
5.2. O ATRASO TEMPORAL ENTRE DOIS FO´TONS 31
vado va´rias GRBs com fo´tons de energia maior do que 100 MeV nos anos recentes.
Tem sido visto que fo´tons com energia GeV chegam bem depois de fo´tons com energia
MeV.[31][33][30][32]
Sabendo que o atraso de tempo observa´vel para dois fo´tons com energia k0alta e
k0baixa consiste de duas partes [34]
∆tobs = ∆tLIV + ∆tint, (5.12)
onde ∆tint denota o atraso intr´ınseco de emissa˜o, e ∆tLIV representa a diferenc¸a de tempo
de voo induzido pelos efeitos LIV.
Tomando como base o modelo do jato magne´tico[35], e´ poss´ıvel determinar ∆tint.
Segundo este modelo, fo´tons com energia menor que 10 MeV podem escapar quando o
raio do jato esta´ ale´m do raio da fotosfera de Thomson, isto e´, a profundidade o´ptica para
fo´tons de baixa energia e´ τT ∼ 1. No entanto, os fo´tons de GeV sera˜o convertidos em
pares de ele´trons-po´sitrons nesse raio, e podem escapar mais tarde quando a profundidade
o´ptica τγγ(k
0) de produc¸a˜o de pares cai abaixo da unidade.
Como o atraso intr´ınseco de emissa˜o e´ dado por ∆tint = ∆t(k
0
alta) − ∆t(k0baixa),
sendo cada um deste obtidos atrave´s da equac¸a˜o
∆t(k0) =
3r0(1 + z)
2c
[(rγγ(k0)
r0
)1/3
−
(rp
r0
)]
, (5.13)
de modo a possibilitar a obtenc¸a˜o de ∆tint para cada GRB (ver mais detalhes em [34]).
Com isto, pode-se determinar ∆tLIV utilizando a equac¸a˜o (5.12).
Ao considerar-se a emissa˜o de dois fo´tons do mesmo ponto no espac¸o tempo, o
atraso de tempo de chegada entre eles devido aos efeitos LIV e´ dado por
∆tLIV = t2 − t1, (5.14)
e se t =
D
vg
, implica em t1 =
D
v1g
e t2 =
D
v2g
. Tomando a equac¸a˜o (5.10), escreve-se
t1 = D
(
1− k
0
1
2M
)−1
, t2 = D
(
1− k
0
2
2M
)−1
, (5.15)
onde D(z) e´ a distaˆncia cosmolo´gica, e e´ a mesma para os fo´tons, em vista que saem da
mesma fonte. Expandindo (5.15), obte´m-se
t1 =
(
1 +
k01
2M
)
D(z) , t2 =
(
1 +
k02
2M
)
D(z). (5.16)
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Ao substituir as equac¸o˜es acima em (5.14), o resultado sera´
∆tLIV =
[
1 +
k02
2M
− 1− k
0
1
2M
]
D(z)
=
(k02 − k01)D(z)
2M
, (5.17)
assim
∆tLIV =
∆k0D(z)
2M
. (5.18)
A distaˆncia cosmolo´gica e´ definida como
D(z) := H−10
∫ z
0
(1 + z′)dz′√
ΩM(1 + z′)3 + ΩΛ
, (5.19)
onde H0 ≈ 72 Km
s ·Mpc denota a constante de Hubble, ΩM ≈ 0, 3 e´ a densidade de mate´ria
e ΩΛ ≈ 0, 7 e´ a constante cosmolo´gica.
Assim, de posse destes valores, e´ poss´ıvel obter a escala de energia para cada GRB,
dado o seu valor de redshift “z”, isto e´, atrave´s da seguinte equac¸a˜o:
2M =
∆k0D(z)
∆tLIV
. (5.20)
Aproveitando os dados obtidos pelas observac¸o˜es Fermi, nos quais, obteve-se o va-
lor estimado do n´ıvel dos efeitos LIV para quatro GRBs. As quatro GRBs sa˜o 080916c
GRB [30], GRB 090902b [31], GRB 090510 [32] e GRB 090926 [33], respectivamente, dos
quais foram coletados o atraso temporal observa´vel ∆tobs. Veja os resultados na tabela
abaixo.2
ERG k0baixa k
0
alta ∆tobs ∆tLIV K(z) 2M
MeV GeV s s s.GeV GeV
080916c 100 13.22 12.94 0.24 4.50×1018 10.02×1019
090510 100 31 0.20 0.14 7.02×1018 9.73×1019
090902b 100 11.16 9.5 0.10 3.38×1018 9.94×1019
090926 100 19.6 21.5 0.20 6.20×1018 9.59×1019
Dividindo a equac¸a˜o (5.18) por (1 + z), obte´m-se
∆tLIV
1 + z
= (2M)−1
∆k0D(z)
1 + z
, (5.21)
2Aproveitando a tabela com os resultados obtidos no trabalho [23].
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e definindo
K(z) :=
∆k0D(z)
1 + z
, (5.22)
chega-se a` seguinte equac¸a˜o
∆tLIV
1 + z
= (2M)−1K(z). (5.23)
Assim, e´ poss´ıvel uma visualizac¸a˜o dos efeitos LIV atrave´s do gra´fico
∆tLIV
1 + z
verso K(z),
onde a inclinac¸a˜o do gra´fico e´ dado pelo inverso do n´ıvel dos efeitos LIV, ou seja (2M)−1.
Figura 5.1: Este gra´fico
∆tLIV
1 + z
×K(z) foi aproveitado do trabalho [23].
O gra´fico
∆tLIV
1 + z
versos K(z) feito na 6.1, teve um ajustamento na inclinac¸a˜o que
demonstrou ser (2M)−1 ∼ 10−20GeV −1. Onde e´ poss´ıvel notar que a escala de energia
LIV mostrou-se 2M ∼ 1020GeV . Portanto, pode-se esperar a observac¸a˜o da anisotropia
do espac¸o-tempo pro´ximo a escala de Planck, em um futuro astrof´ısico e observac¸o˜es
cosmolo´gicas.[23]
Cap´ıtulo 6
Correc¸o˜es quaˆnticas na
eletrodinaˆmica quaˆntica com a
me´trica de Finsler
As correc¸o˜es quaˆnticas tem sido um importante mecanismo para se estabelecer
termos que controlam a LIV em certas teorias tal como a SME. Como exemplos, tem-se
uma variedade de estudos destinados a induzir via correc¸o˜es quaˆnticas o conhecido termo
de CPT-´ımpar de Carrol, Field e Jackiw [36] quando se considera uma extensa˜o do tipo
ψ¯nµγ
µγ5ψ (com nµ sendo um campo constate) na QED usual [37]. Neste cap´ıtulo sera´
feito um estudo ana´logo para induzir o termo de Finsler eletromagne´tico, Eq.(3.29), via
o setor fermioˆnico da QED submetida a` me´trica de Finsler, gµν = ηµν + hµν .
6.1 A eletrodinaˆmica quaˆntica com a me´trica de Fins-
ler
Diante da ac¸a˜o da me´trica de Finsler, a densidade de lagrangeana resultante para
o setor fermioˆnico da eletrodinaˆmica quaˆntica e´ dada como:
Lψ = ψ¯
(
i∂/+ ihµνγ
µ∂ν −m− qA/− qhµνγµAν
)
ψ, (6.1)
com q sendo a constante de acoplamento, tem-se que a Eq.(6.1) apresenta dois termos
adicionais, um na parte dinaˆmica e outro na parte de interac¸a˜o relacionados a ac¸a˜o da
me´trica de Finsler.
Neste ponto, sera´ fornecido as regras de Feynman apropriadas para o ca´lculo de
um-loop usando a densidade de lagrangeana, Eq.(6.1). Elas sera˜o lineares no paraˆmetro
34
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de Finsler hµν , que controla a LIV. O propagador para o campo fermioˆnico e´ dado como:
onde o momento lµ esta´ alinhado na direc¸a˜o do fluxo de carga mostrado no diagrama. A
contribuic¸a˜o devido a LIV na parte livre do setor fermioˆnico entra como uma inserc¸a˜o no
propagador:
O ve´rtice usual devido a interac¸a˜o fe´rmion-fo´ton e´ dado como
Enquanto a contribuic¸a˜o associada a LIV, conduz ao seguinte ve´rtice adicional
Portanto, para os ca´lculos, deve-se considerar a soma dos seguintes gra´ficos ao n´ıvel
de um-loop:
Figura 6.1: Diagramas em um-loop.
onde os primeiros dois termos surgem a partir das inserc¸o˜es nas linhas e os dois u´ltimos
termos a partir dos ve´rtices modificados.
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6.2 Ca´lculo do tensor de polarizac¸a˜o
A soma dos quatro diagramas adicionais gera uma correc¸a˜o de um-loop para o
propagador do fo´ton1[39]. O Tensor de polarizac¸a˜o associado e´ dado na forma
Πµν = iq2hαβ
∫
d4l
(2pi)4
{
lβTr
[
γµSF (l − p)γνSF (l)γαSF (l)
]
+(l − p)βTr
[
γµSF (l − p)γαSF (l − p)γνSF (l)
]
− iηβµTr
[
γαSF (l − p)γνSF (l)
]
−iηβνTr
[
γµSF (l − p)γαSF (l)
]}
.
(6.2)
Aqui, a notac¸a˜o “Tr”, representa o trac¸o sobre as matrizes gama. Apo´s calcular esse
trac¸o, escreve-se o resultado como
Πµν = Πµν(1) + Π
µν
(2), (6.3)
tal que
Πµν(1) = 4q
2hαβ
∫
d4l
(2pi)4
1
∆
{
ηµν
[
(l − p)αlβ + (l − p)βlα]+ ηµβ[l · (l − p)−m2]ηνα
+ηνβ
[
l · (l − p)−m2]ηµα − (ηµα[lβ(l − p)ν + lν(l − p)β]+ ηνα[lβ(l − p)µ + lµ(l − p)β]
+ηµβ
[
lα(l − p)ν + lν(l − p)α]+ ηνβ[lα(l − p)µ + lµ(l − p)α])},
(6.4)
Πµν(2) = 8q
2hαβ
∫
d4l
(2pi)4
1
∆2
×{[
(l − p)2 −m2]lαlβ(m2ηµν − l · (l − p)ηµν + (l − p)µlν + lµ(l − p)ν)+
(l2 −m2)(l − p)α(l − p)β
(
m2ηµν − l · (l − p)ηµν + (l − p)µlν + lµ(l − p)ν
)}
,(6.5)
onde ∆ = (l2 −m2)[(l − p)2 −m2].
Neste ponto sera´ calculado explicitamente o tensor de polarizac¸a˜o dado pela Eq.(6.4).
Primeiro, aplica-se a fo´rmula da parametrizac¸a˜o de Feynman de denominadores, dado na
seguinte forma:
1
ApBq
=
Γ(p+ q)
Γ(p)Γ(q)
∫ 1
0
dz
zp−1(1− z)q−1[
Az +B(1− z)] . (6.6)
1Usando as regras de Feynman.
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E, chamando A = (l − p)2 −m2 e B = l2 −m2, obte´m-se que
1
AB
=
∫ 1
0
dz
1
(k2 −M2)2 , (6.7a)
1
A2B
= 2
∫ 1
0
dz
z
(k2 −M2)3 , (6.7b)
1
AB2
= 2
∫ 1
0
dz
(1− z)
(k2 −M2)3 , (6.7c)
1
A2B2
= 6
∫ 1
0
dz
(1− z)z
(k2 −M2)4 , (6.7d)
onde k = l− pz e M2 = m2 − p2(1− z)z. Aplicando as Eqs.(6.7a)–(6.7d) na Eq.(6.4) em
conjunto com a seguinte mudanc¸a de varia´vel: l = k + pz, obtem-se
Πµν(1) = 4q
2hαβ
∫ 1
0
dz
∫
d4k
(2pi)4
{
2ηµνpαpβ(z − 1)z + ηµβηναp2(z − 1)z − ηµβηναm2
(k2 −M2)2
+
ηνβηµαp2(z − 1)z − ηνβηµαm2 − 2ηµαpβpν(z − 1)z − 2ηναpβpµ(z − 1)z − ηµβpαpν(z − 1)z
(k2 −M2)2
−2η
νβpαpµ(z − 1)z
(k2 −M2)2 + 2
(
ηµνkαkβ − ηµαkβkν − ηναkβkµ − ηµβkαkν − ηνβkαkµ)
(k2 −M2)2
+
ηµβηναk2 + ηνβηµαk2
(k2 −M2)2
}
.
(6.8)
Na equac¸a˜o acima ha´ treˆs tipos de integrais dadas na forma:
I1 =
∫
d4k
(2pi)4
1
(k2 −M2)2 , I2 =
∫
d4k
(2pi)4
kµkν
(k2 −M2)2 e I3 =
∫
d4k
(2pi)4
k2
(k2 −M2)2 ,
(6.9)
Note que por contagem de poteˆncia no integrando k–momento, temos que I1 diverge
logaritmicamente enquanto que I2 e I3 ambas divergem quadraticamente. Nesse ponto
sera´ usado um procedimento de regularizac¸a˜o que preserve a invariaˆncia de calibre tal
como o esquema de regularizac¸a˜o dimensional[38]. As integrais sa˜o promovidas para
dimenso˜es D, isto e´, mudam
∫
d4k/(2pi)4 → (µ2)/2 ∫ dDk/(2pi)D, onde  = 4 − D e
α() =
(
4piµ2
M2
)/2
e´ uma func¸a˜o real de um paraˆmetro arbitra´rio µ2 que identifica a escala
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de massa. Abaixo e´ listado alguns resultados u´teis:
I1 =
iα()
(4pi)2
Γ
( 
2
)
;
I2 =
−iα()M2
2(4pi)2
Γ
(
− 1 + 
2
)
ηµν ;
I3 =
iα()
(4pi)2
− 4
2
M2Γ
(
− 1 + 
2
)
. (6.10)
Inserindo as Eqs.(6.10) na Eq.(6.8), obte´m-se
Πµν(1) =
8iq2α()
(4pi)2
∫ 1
0
dz
{
Γ
( 
2
)[
ηµνp · p¯(z − 1)z + hµνp2(z − 1)z − hµνm2 − 2p¯µpν(z − 1)z
−2pµp¯ν(z − 1)z
]
+

2
M2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν −M2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν +M2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
,
(6.11)
onde p¯µ = hµαpα, enquanto que p · p¯ = hµνpµpν (no processo da conta foi considerado o
trac¸o de h nulo). Sabendo que xΓ(x) = Γ(1+x), implicando que (−1+ 
2
)Γ(−1+ 
2
) = Γ( 
2
),
sendo poss´ıvel reescrever a equac¸a˜o acima da seguinte forma
Πµν(1) =
8iq2α()
(4pi)2
∫ 1
0
dz
{
Γ
( 
2
)[
M2hµν + ηµνp · p¯(z − 1)z + hµνp2(z − 1)z − hµνm2
−2p¯µpν(z − 1)z − 2pµp¯ν(z − 1)z
]
+M2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
.
(6.12)
Lembrado que M2 = m2 − p2(1− z)z, percebe-se que a equac¸a˜o resulta em
Πµν(1) =
8iq2α()
(4pi)2
∫ 1
0
dz
{
Γ
( 
2
)[
2hµνp2(z − 1)z + ηµνp · p¯(z − 1)z
−2p¯µpν(z − 1)z − 2pµp¯ν(z − 1)z
]
+M2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
. (6.13)
Integrando, obte´m-se
Πµν(1) =
8iq2α()
(4pi)2
{
Γ
( 
2
)[
− h
µνp2
3
− η
µνp · p¯
6
+
p¯µpν
3
+
pµp¯ν
3
]
+
∫ 1
0
dzM2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
.
(6.14)
E para calcular o tensor de polarizac¸a˜o, Eq.(6.5), aplica-se Eqs.(6.7a)–(6.7d) na
Eq.(6.4) em conjunto com a seguinte mudanc¸a de varia´vel: l = k+px, primeiro reescreve-
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se
Πµν(2) = Π
µν
(2.1) + Π
µν
(2.2) (6.15)
tal que,
Πµν(2.1) = 16q
2hαβ
∫ 1
0
(1− z)dz
∫
d4l
(2pi)4
{
m2ηµνlαlβ − l2lαlβηµν + l · plαlβηµν + 2lαlβlµlν
(k2 −M2)3
+
(−lαlβpµlν − lαlβlµpν)
(k2 −M2)3
}
(6.16)
e
Πµν(2.2) = 16q
2hαβ
∫ 1
0
zdz
∫
d4l
(2pi)4
{(
lαlβ − lαpβ − lβpα + pαpβ
)
×
×
(
m2ηµν − l · (l − p)ηµν + (lµ − pµ)lν + lµ(lν − pν)
)
(k2 −M2)3
}
.
(6.17)
Focando agora apenas na Eq.(6.16), reescreve-se
Πµν(2.1) = 16q
2
∫ 1
0
(1− z)dz
∫
d4k
(2pi)4
{
hαβ
[
pαpβηµνm2z2 + p2pαpβηµν(1− z)z3
(k2 −M2)3
+
2pαpβpµpν(z − 1)z3
(k2 −M2)3
]
+ hαβ
[
kαkβηµνm2 + kαkβp2ηµν(1− z)z + 2kαkβpµpν(z − 1)z
(k2 −M2)3
+
kαkρpρp
βηµν(1− 2z)z + kαkµpβpν(2z − 1)z + kαkνpβpµ(2z − 1)z + kβkρpρpαηµν(1− 2z)z
(k2 −M2)3
kβkµpαpν(2z − 1)z + kβkνpαpµ(2z − 1)z + 2kµkνpαpβz2
(k2 −M2)3
]
− hβα
kρk
ρkαkβη
µν
(k2 −M2)3
−hµν k
2pαpβηµνz2
(k2 −M2)3 +
2hαβk
αkβkµkν
(k2 −M2)3
}
.
(6.18)
Neste caso tem-se as seguintes integrais:
I1 =
∫
d4k
(2pi)4
1
(k2 −M2)3 , I2 =
∫
d4k
(2pi)4
kµkν
(k2 −M2)3 , I3 =
∫
d4k
(2pi)4
kρk
ρkαkβ
(k2 −M2)3
I4 =
∫
d4k
(2pi)4
k2
(k2 −M2)3 e I5 =
∫
d4k
(2pi)4
kαkβkµkν
(k2 −M2)3 ,
(6.19)
Novamente, por contagem de poteˆncia no integrando k–momento, tem-se que I1
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converge, enquanto que I2 e I4 divergem logaritmicamente e as integrais I3 e I5 ambas
divergem quadraticamente. Assim, com o uso do procedimento de regularizac¸a˜o dimensi-
onal, tem-se listado abaixo resultados u´teis
I1 =
−iα()
2(4pi)2M2
Γ
(
1 +

2
)
, I2 =
iα()
4(4pi)2
Γ
( 
2
)
ηµν , I3 =
−iα()(6− )M2
8(4pi)2
Γ
(
− 1 + 
2
)
δαβ
I4 =
iα()
(4pi)2
(− 4)
4
Γ
( 
2
)
, I5 =
−iα()M2
8(4pi)2
Γ
(
− 1 + 
2
)(
ηαβηµν + ηαµηβν + ηανηβµ
)
.
(6.20)
Assim, ao inserir estas equac¸o˜es acima em (6.18), lembrando que o trac¸o de “h” para
esta proposta e´ nulo2, e usando tambe´m a propriedade da func¸a˜o gama, e´ poss´ıvel obter
a seguinte equac¸a˜o
Πµν(2.1) =
8iq2α()
(4pi)2
∫ 1
0
(1− z)dz
{
−
Γ
(
1 +

2
)
M2
[
2p · p¯ηµνp2(1− z)z3 − 2p · p¯pµpν(1− z)z3
]
+Γ
( 
2
)[
[p · p¯ηµν(z − 3z2) + p¯µpν(2z2 − z) + p¯νpµ(2z2 − z)
]
−M2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
,
(6.21)
de modo que ao integrar, obte´m-se
Πµν(2.1) =
8iq2α()
(4pi)2
{
Γ
( 
2
)[
− p · p¯η
µν
12
]
−
∫ 1
0
dz
Γ
(
1 +

2
)
M2
[
2p · p¯ηµνp2(z5 − 2z4 + z3)
−2p · p¯pµpν(z5 − 2z4 + z3)
]
−
∫ 1
0
(1− z)dzM2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
.
(6.22)
2Uma vez que, lembrando da proposta (5.5) apresentada no cap´ıtulo anterior, na˜o se esta´ interessado
em termos de segunda ordem na escala de energia.
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Por sua vez, sera´ feito o ca´lculo para Eq.(6.17), obte´m-se
Πµν(2.2) = 16q
2hαβ
∫ 1
0
zdz
∫
d4k
(2pi)4
{
1
(k2 −M2)3
[
pαpβηµνm2(z2 − 2z + 1)
+p2pαpβηµν(−z4 + 3z3 − 3z2 + z) + 2pαpβpµpν(z4 − 3z3 + 3z2 − z)
]
+
1
(k2 −M2)3
[
kαkβηµνm2 + kαkβp2ηµν(1− z)z + 2kαkβpµpν(z − 1)z
+kαkρpρp
βηµν(−2z2 + 3z − 1)− kαkµpβpν(−2z2 + 3z − 1)− kαkνpβpµ(−2z2 + 3z − 1)
kβkρpρp
αηµν(−2z2 + 3z − 1)− kβkµpαpν(−2z2 + 3z − 1)− kβkνpαpµ(−2z2 + 3z − 1)
2kµkνpαpβ(z2 − 2z + 1)
]
− kρk
ρkαkβηµν
(k2 −M2)3 +
2kαkβkµkν
(k2 −M2)3 −
k2pαpβηµν(z2 − 2z + 1)
(k2 −M2)3
}
.
(6.23)
Nota-se que a equac¸a˜o acima tem os mesmos tipos de integrais que o caso anterior com
os mesmos casos de divergeˆncias. Enta˜o, ao usar o me´todo da regularizac¸a˜o dimensional,
lembrando que xΓ(x) = Γ(1 + x), obte´m-se a seguinte equac¸a˜o
Πµν(2.2) =
8iq2α()
(4pi)2
∫ 1
0
zdz
{
−
Γ
(
1 +

2
)
M2
[
−M2ηµνp · p¯(z2 − 2z + 1) + p · p¯ηµνm2(z2 − 2z + 1)
+ηµνp · p¯p2(−z4 + 3z3 − 3z2 + z)− 2p · p¯pµpν(−z4 + 3z3 − 3z2z + z)
]
+
Γ
( 
2
)[
− 2ηµνp · p¯(z2 − 2z + 1) + p · p¯ηµν(z − z2) + p¯µpν(2z2 − 3z + 1) + p¯νpµ(2z2 − 3z + 1)
]
−M2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
,
(6.24)
de modo que
Πµν(2.2) =
8iq2α()
(4pi)2
∫ 1
0
zdz
{
−
Γ
(
1 +

2
)
M2
[
2ηµνp · p¯p2(−z4 + 3z3 − 3z2 + z)
−2p · p¯pµpν(−z4 + 3z3 − 3z2z + z)
]
+ Γ
( 
2
)[
ηµνp · p¯(−3z2 + 5z − 2) + p¯µpν(2z2 − 3z + 1)
+p¯νpµ(2z2 − 3z + 1)
]
−M2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
.
(6.25)
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Integrando em “z”, o resultado e´
Πµν(2.2) =
8iq2α()
(4pi)2
{
Γ
( 
2
)[
− η
µνp · p¯
12
]
−
∫ 1
0
zdz
Γ
(
1 +

2
)
M2
[
2ηµνp · p¯p2(−z4 + 3z3 − 3z2 + z)
−2p · p¯pµpν(−z4 + 3z3 − 3z2z + z)
]
−
∫ 1
0
zdzM2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
.
(6.26)
Sabendo que Πµν(2) = Π
µν
(2.1) + Π
µν
(2.2), tomando as Eq.(6.22) e Eq.(6.26), obte´m-se o
seguinte resultado
Πµν(2) =
8iq2α()
(4pi)2
{
Γ
( 
2
)[
− η
µνp · p¯
6
]
−
∫ 1
0
zdz
Γ
(
1 +

2
)
M2
[
2ηµνp · p¯p2(z4 − 2z3 + z2)
−2p · p¯pµpν(z4 − 2z3 + z2z)
]
−
∫ 1
0
dzM2Γ
(
− 1 + 
2
)
hµν
}
.
(6.27)
Finalmente, lembrando que Πµν = Πµν(1) +Π
µν
(2), e considerando as Eqs.(6.14)–(6.27),
o resultado e´ a equac¸a˜o
Πµν =
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
[
− hµνp2 − ηµνp · p¯+ p¯µpν + pµp¯ν + f(p4)
]
. (6.28)
Consequentemente, a ac¸a˜o efetiva devido a me´trica de Finsler induzida e´ dada por
SF =
∫
d4xAµΠ
µνAν
SF =
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4xAµ
[
− hµνp2 − ηµνp · p¯+ p¯µpν + pµp¯ν
]
Aν . (6.29)
Para que o resultado deˆ com os mesmos ı´ndices da Eq.(3.29), sera´ trocado o ı´ndice
µ→ σ, e invertidas as posic¸o˜es dos campos, isto e´
SF =
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4xAν
[
− hσνp2 − ησνp · p¯+ p¯σpν + pσp¯ν
]
Aσ. (6.30)
Assim, quando usado a regra do produto para reescrever cada termo da equac¸a˜o acima,
lembrando que a integral da derivada total anula-se nos extremos (termos de superf´ıcie),
ale´m do fato de que p = −i∂ na equac¸a˜o acima, fazendo a troca conveniente dos ı´ndices
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somados, obte´m-se que3
SF = −
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4x ηµρhνσFµνFρσ. (6.31)
Portanto, foi poss´ıvel induzir a ac¸a˜o efetiva eletromagne´tica devido a me´trica de Finsler
proporcional a um coeficiente divergente.
3Ver detalhes deste ca´lculo no Apeˆndice H.
Cap´ıtulo 7
Conclusa˜o e perspectiva
Nesta dissertac¸a˜o, estudou-se a eletrodinaˆmica quaˆntica sobre os efeitos do espac¸o-
tempo localmente de Minkowski primeiro para o setor do campo eletromagne´tico e depois
para o setor do campo fermioˆnico.
Para o setor do campo eletromagne´tico, os efeitos da LIV foram introduzidos pela
substituic¸a˜o da me´trica do espac¸o-tempo pela me´trica de Finsler. Neste caso, a densidade
de lagrangeana preserva a invariaˆncia de calibre. Obtiveram-se as equac¸o˜es de movimento
e o propagador de Feynman associados. No caso do propagador modificado, verificou-se
que os efeitos da LIV devido a` me´trica de Finsler, na˜o altera a propriedade de unitariedade
da teoria. Verificou-se ainda que, a relac¸a˜o de dispersa˜o e´ modificada, contudo, a presenc¸a
da LIV na˜o gera birrefringeˆncia da luz, que esta´ consistente com observac¸o˜es astrof´ısicas.
Ale´m disso, a influeˆncia da LIV sobre as ondas eletromagne´ticas se comporta como uma
fonte de campo eletromagne´tico. Isto pode ser interpretado como a influeˆncia de um fraco
meio anisotro´pico sobre os campos eletromagne´ticos.
Ainda no setor do campo eletromagne´tico, estudaram-se os limites fenomenolo´gicos
sobre os efeitos da LIV tomando como base as modificac¸o˜es nos modos de propagac¸a˜o
dos fo´tons dados pela sua respectiva velocidade de grupo. Foi proposta uma me´trica
perturbativa de modo que a luz se propagasse de forma subluminal, ou seja, o cone de
luz fosse encontrado exprimido. A velocidade da luz neste espac¸o-tempo intrinsecamente
anisotro´pico mostrou-se subluminal e em func¸a˜o da energia do fo´ton, coincidindo com o
objetivo da me´trica perturbativa proposta neste trabalho. Comparando as previso˜es feitas
atrave´s do modelo Finsler com observac¸o˜es astrof´ısicas, a saber, fenoˆmenos de exploso˜es
de raios gama, os resultados de atraso temporal entre dois fo´tons de energia 110 MeV e
GeV mostram-se compat´ıveis. Os efeitos LIV acumularam-se quando a luz se propaga a
partir de GRBs distantes, percorrendo distaˆncias cosmolo´gicas ate´ chegar na terra.
Para o setor do campo fermioˆnico, considera-se os termos extras devido a` me´trica
de Finsler para gerar novas regras de Feynman tais como inserc¸a˜o no propagador do
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campo fermioˆnico e ve´rtice de interac¸a˜o extra. Atrave´s de ca´lculos ao n´ıvel de um-loop,
calcularam-se os tensores de polarizac¸a˜o associados via o esquema de regularizac¸a˜o di-
mensional de integrais divergentes. Como resultado, foi poss´ıvel induzir radiativamente a
contribuic¸a˜o eletromagne´tica devido a` me´trica de Finsler.
Uma extensa˜o imediata do presente trabalho e´ a de estudar os efeitos da me´trica
de Finsler sobre outras teorias do campo eletromagne´tico tal como o eletromagnetismo de
altas ordens derivativas de Podolsky. Tambe´m o de obter ana´logos birrefringentes deste
modelo.
Apeˆndice A
Tensor kF em termos de um tensor
sime´trico de trac¸o nulo
Para escrever o tensor kF em termos de um tensor sime´trico de trac¸o nulo, basta
partir de
(kF )
µνρσ =
1
2
[
(kF )
µνρσ + (kF )
µνρσ
]
, (A.1)
onde ao usar a simetria do tensor de Riemann em que (kF )
µνρσ + (kF )
µρσν + (kF )
µσνρ = 0,
obte´m-se que
(kF )
µνρσ =
1
2
[
− (kF )µρσν − (kF )µσνρ − (kF )µρσν − (kF )µσνρ
]
. (A.2)
Agora, usando as outras simetrias do tensor de Riemann, em que
(kF )
µνρσ = −(kF )νµρσ, (kF )µνρσ = −(kF )µνσρ e (kF )µνρσ = (kF )ρσµν ,
e´ poss´ıvel escrever
(kF )
µνρσ =
1
2
[
(kF )
µνρσ − (kF )µνσρ − (kF )νµρσ + (kF )νµσρ
]
(kF )
µνρσ =
1
2
[
gµρ(kF )
νρσ
ρ − gµσ(kF ) νσρσ − gνρ(kF ) µρσρ + gνσ(kF ) µσρσ
]
. (A.3)
Observando que, por exemplo, no termo (kF )
νρσ
ρ , ρ e´ um ı´ndice mudo, por estar
sendo somado, podendo ser chamado por α, assim
(kF )
µνρσ =
1
2
[
gµρ(kF )
νασ
α − gµσ(kF ) ναρα − gνρ(kF ) µασα + gνσ(kF ) µαρα
]
, (A.4)
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de modo que, ao definir-se kµν ≡ (kF ) µανα , finalmente escreve-se
(kF )
µνρσ =
1
2
[
gµρkνσ − gµσkνρ − gνρkµσ + gνσkµρ
]
. (A.5)
Apeˆndice B
Equac¸o˜es de Maxwell modificadas
pelo termo CPT-par
Ao considerar o caso em que as componentes na˜o nulas de kF sa˜o escolhidas a
serem (kF )0i0j = −12βiβj, onde βi sa˜o quantidades (pequenas) reais adimensionais, e estas
componentes esta˜o relacionadas pela simetria de kF . Ale´m do fato de que ∂
µ = (∂0,−∂i),
e F ij = −ijkBk. Assim, para ν = 0, obte´m-se
η00∂µF
µ0 + (kF )µ0αβ∂
µFαβ = 0
∂iF
i0 − (kF )i0αβ∂iFαβ = 0
−∂iF 0i − (kF )i00β∂iF 0β − (kF )i0iβ︸ ︷︷ ︸
=0
∂iF iβ − (kF )i0jβ∂iF jβ = 0,
de modo que
−∂iF 0i − (kF )i00j∂iF 0j − (kF )i0j0∂iF j0 = 0
−∂iF 0i + 2(kF )0i0j∂iF 0j = 0
∂iE
i − βiβj∂iF 0j = 0
∂iE
i + βi∂
i(βjE
j) = 0
~∇ · ~E = −~β~∇(~β · ~E). (B.1)
Agora para ν = i, tem-se
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ηii∂µF
µi + (kF )µiαβ∂
µFαβ = 0
−∂0F 0i − ∂jF ji + (kF )0iαβ∂0Fαβ = 0
−∂0F 0i + ∂jF ij + (kF )0i0j∂0F 0j + (kF )0ij0∂0F j0 = 0
−∂0F 0i + ∂jF ij + 2(kF )0i0j∂0F 0j = 0
∂0E
i − ijk∂jBk + 2
2
βiβj∂
0Ej = 0
−∂0Ei + ijk∂jBk − βi∂0(βjEj) = 0
~∇× ~B − ∂0 ~E = ~β∂0(~β · ~E). (B.2)
Apeˆndice C
Equac¸o˜es de Maxwell modificadas
pelo termo CPT-´ımpar
Partindo de que (kAF )
ρ = ((kAF )
0, ~kAF ). Observa-se para ν = 0, a equac¸a˜o (2.27)
torna-se
η00∂µF
µ0 + (kAF )
ρρ0αβF
αβ = 0
∂iF
i0 + (kAF )
ii0jkF
jk = 0. (C.1)
Lembrando da propriedade do s´ımbolo de Levi-Civita, em que 0ijk = ijk, e tambe´m que
F ij = −ijkBk, obte´m-se
∂iF
i0 + ijk
ljk(kAF )
iBl = 0
∂iF
i0 + 2δli(kAF )
iBl = 0
∂iE
i + 2(kAF )
iBi = 0, (C.2)
onde foi usado propriedade do s´ımbolo de Levi-Civita, no qual ijk
ljk = 2δli, e tambe´m,
como ja´ e´ conhecido F i0 = Ei, enta˜o
~∇ · ~E = −2~kAF · ~B. (C.3)
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Agora, tomando ν = i, tem-se
ηii∂µF
µi + (kAF )
ρρiαβF
αβ = 0
−∂0F 0i − ∂jF ji + (kAF )kki0jF 0j + (kAF )kkij0F j0 + (kAF )00ijkF jk = 0
−∂0F 0i + jik∂jBk − kij(kAF )kF 0j − kij(kAF )kF 0j − ijkljk(kAF )0Bl = 0
−∂0F 0i − ijk∂jBk + 2ikj(kAF )kF 0j − 2δli(kAF )0Bl = 0
∂0E
i − ijk∂jBk − 2ikj(kAF )kEj − 2(kAF )0Bi = 0 (C.4)
de modo que, a equac¸a˜o obtida e´
~∇× ~B − ∂0 ~E = −2~kAF × ~E − 2(kAF )0 ~B. (C.5)
Apeˆndice D
Me´trica de Randers-Finsler
Tomando-se uma func¸a˜o que viabiliza a me´trica denominada me´trica de Randers-
Finsler, o qual e´ dada da seguinte forma: F (y) =
√
η(y, y) + β(y), onde η seria a me´trica
Riemanniana em M e preserva a invariaˆncia de Lorentz, enquanto β(y) e´ o termo que
conduz a violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz.
Assim, percebe-se que
F 2(y) = η(y, y) + 2
√
η(y, y)β(y) + β2(y), (D.1)
e escrevendo η(y, y) = ηµνy
µyν , assim como β(y) = βρy
ρ, implica que
F 2(y) = ηµνy
µyν + 2
√
ηµνyµyνβρy
ρ + (βρy
ρ)2. (D.2)
Enta˜o, substituindo em (3.3), obte´m-se
gµν(x, y) =
∂
∂yµ
∂
∂yν
(
1
2
[
ηαγy
αyγ + 2
√
ηαγyαyγβρy
ρ + (βρy
ρ)2
])
gµν(x, y) =
∂
∂yµ
(
1
2
[
ηαγ(δ
α
ν y
γ + yαδγν ) + 2
(
1
2
(ηαγδ
α
ν y
γ + ηαγy
αδγν )√
ηαγyαyγ
βρy
ρ +
√
ηαγyαyγβρδ
ρ
ν
)
+2(βρy
ρ)βρδ
ρ
ν
])
gµν(x, y) =
∂
∂yµ
(
1
2
[
(ηνγy
γ + ηανy
α) +
(ηνγy
γ + ηανy
α)√||y|| βρyρ + 2√||y||βν + βρβνyρ
])
,
onde ||y|| = ηαγyαyγ. Como α e γ sa˜o mudos no 1◦ e 2◦ termo, sera´ trocado γ → α, assim
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o resultado sera´
gµν(x, y) =
∂
∂yµ
(
1
2
[
2ηανy
α + 2
ηανy
α)√||y|| βρyρ + 2√||y||βν + βρβνyρ
])
gµν(x, y) = ηανδ
α
µ −
1
2
ηαγ(δ
α
µy
γ + yαδαµ)
ηανy
α√
||y|| 32
βρy
ρ +
ηανδ
α
µβρy
ρ√||y|| + ηαν(δ
α
µy
γ + yαδγµ)√||y|| βν
+
ηανy
αβρδ
ρ
µ√||y|| + βρβνδρµ
gµν(x, y) = ηµν − ηανy
αyρ√
||y|| 32
βρyµ +
ηµνβρy
ρ√||y|| + ηανβµyα√||y|| + βνyµ√||y|| + βµβν
gµν(x, y) = ηµν − yµyνβρy
ρ√
||y|| 32
+
ηµνβρy
ρ√||y|| + (βµyν + βνyµ)√||y|| + βµβν (D.3)
A equac¸a˜o acima pode ser escrita da seguinte forma
gµν(x, y) = ηµν + hµν(y), (D.4)
onde hµν(y) = −yµyνβρy
ρ√
||y|| 32
+
ηµνβρy
ρ√||y|| + (βµyν + βνyµ)√||y|| + βµβν .
Apeˆndice E
Lema de Poincare´
Dado uma 1-forma do tipo
dxµ =
∂xµ
∂xν
dxν
sua derivada exterior e´ dada por
d(dxµ) =
∂2xµ
∂xγ∂xν
dxγ ∧ dxν
d(dxµ) =
1
2
(
∂2xµ
∂xγ∂xν
dxγ ∧ dxν + ∂
2xµ
∂xγ∂xν
dxγ ∧ dxν
)
.
Trocando γ → ν e ν → γ, no segundo termo (visto que esta˜o somados), obte´m-se
d(dxµ) =
1
2
(
∂2xµ
∂xγ∂xν
dxγ ∧ dxν + ∂
2xµ
∂xν∂xγ
dxν ∧ dxγ
)
.
Como dxν ∧ dxγ = −dxγ ∧ dxν , e desde que ∂
2xµ
∂xν∂xγ
=
∂2xµ
∂xγ∂xν
, tem-se que
d(dxµ) =
1
2
(
∂2xµ
∂xγ∂xν
dxγ ∧ dxν − ∂
2xµ
∂xγ∂xν
dxγ ∧ dxν
)
d(dxµ) = 0.
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Apeˆndice F
Equac¸a˜o de Euler-Lagrange
Dado que a ac¸a˜o do campo eletromagne´tico tem a forma
S =
∫
LdΩ (F.1)
onde dΩ =
√−detgµν(y)d4x denota o elemento de volume invariante para cada posic¸a˜o
x. Usando o princ´ıpio variacional da ac¸a˜o (F.1) com a condic¸a˜o de contorno
δAµ(x
i, ti) = δAµ(x
i, tf ) = 0 (F.2)
e sabendo que L = L(Aν , ∂µAν), obte´m-se
δS =
∫
δL dΩ
δS =
∫ (
∂L
∂Aν
δAν +
∂L
∂(∂µAν)
δ(∂µA
ν)
)
dΩ
δS =
∫ (
∂L
∂Aν
δAν +
∂L
∂(∂µAν)
∂µδA
ν
)
dΩ. (F.3)
Lembrando da derivada do produto que tem a forma
∂µ
[
∂L
∂(∂µAν)
δAν
]
= ∂µ
(
∂L
∂(∂µAν)
)
δAν +
∂L
∂(∂µAν)
∂µδA
ν
∂L
∂(∂µAν)
∂µδA
ν = ∂µ
[
∂L
∂(∂µAν)
δAν
]
− ∂µ
(
∂L
∂(∂µAν)
)
δAν . (F.4)
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Substituindo em (F.3), obte´m-se
δS =
∫ (
∂L
∂Aν
δAν + ∂µ
[
∂L
∂(∂µAν)
δAν
]
− ∂µ
(
∂L
∂(∂µAν)
)
δAν
)
dΩ
δS =
∫ (
∂L
∂Aν
− ∂µ
(
∂L
∂(∂µAν)
))
δAνdΩ +
∫ √
−detgµν(y)d3x ∂L
∂(∂µAν)
δAν

tf
ti
(F.5)
Na equac¸a˜o acima, o u´ltimo termo se anula quando e´ usado a condic¸a˜o (F.2), enta˜o
resta apenas
δS =
∫ (
∂L
∂Aν
− ∂µ
(
∂L
∂(∂µAν)
))
δAνdΩ (F.6)
Note que foi usado nos ca´lculos acima, o fato de que δ(∂µA
ν) = ∂µδA
ν , e tal equac¸a˜o
e´ facilmente demonstrada1.
Enta˜o, para a equac¸a˜o (F.6), ser nula, isto e´ δS = 0, percebe-se que
∂L
∂Aν
− ∂µ
(
∂L
∂(∂µAν)
)
= 0. (F.7)
Tal equac¸a˜o e´ conhecida como equac¸a˜o de Euler-Lagrange associada a ac¸a˜o S ou a`
densidade de Lagrangeana L(Aν , ∂µAν).
1Veja no Apeˆndice G.
Apeˆndice G
Demonstrac¸a˜o
Para facilitar tal demonstrac¸a˜o, basta partir da seguinte ideia (considerando uma
dimensa˜o para simplificar)
δ(∂xAν) = lim
→0
1

(A
′
ν(x+ )− A′ν(x)− (Aν(x+ )− Aν(x)))
de modo que
δ(∂xAν) = lim
→0
1

((A
′
ν(x+ )− Aν(x+ ))− (A
′
ν(x)− Aν(x))).
Reconhecendo os termos entre os parenteses internos, escreve-se
δ(∂xAν) = lim
→0
1

(δAν(x+ )− δAν(x)).
Assim, finalmente obte´m-se
δ(∂xAν) = ∂x(δAν).
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Apeˆndice H
Termo interno a` ac¸a˜o de Finsler
Partindo da seguinte equac¸a˜o
SF =
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4xAν
[
− hσνp2 − ησνp · p¯+ p¯σpν + pσp¯ν
]
Aσ, (H.1)
de modo que tem-se
SF =
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4xAν
[
− hσνpµpµ − ησνhµρpµpρ + hσµpµpν + hνµpσpµ
]
Aσ
=
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4x
[
− hσνAνpµpµAσ − AσhµρpµpρAσ + hσµAνpµpνAσ + hνµAνpσpµAσ
]
.
(H.2)
usando p = −i∂, obte´m-se
SF =
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4x
[
hσνAν∂µ∂
µAσ + h
µρAσ∂µ∂ρAσ − hσµAν∂µ∂νAσ − hνµAν∂σ∂µAσ
]
.
(H.3)
Sabendo que pela derivada do produto
Aν∂µ∂
µAσ = ∂µ
(
Aν∂
µAσ
)− ∂µAν∂µAσ, (H.4)
onde o primeiro termo do lado direito da equac¸a˜o acima e´ um termo de superf´ıcie, portanto
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anula-se quando integrado na ac¸a˜o, assim resta apenas
SF =
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4x
[
− hσν∂µAν∂µAσ − hµρ∂µAσ∂ρAσ + hσµ∂µAν∂νAσ + hνµ∂σAν∂µAσ
]
.
(H.5)
Como ha´ termos somados, sera´ feito a seguinte troca de ı´ndices:
(i) no segundo termo sera´ trocado µ→ σ , σ → µ e ρ→ ν;
(ii) no terceiro termo sera´ trocado µ→ ν e ν → µ;
(iii) no quarto termo sera´ trocado σ → µ e µ→ σ.
Assim o resultado sera´
SF =
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4x
[
− hνσ∂µAν∂µAσ − hσν∂σAµ∂νAµ + hσν∂νAµ∂µAσ + hνσ∂µAν∂σAµ
]
.
(H.6)
Trocando ainda ν → e σ → ν no segundo termo, sabendo que ∂µAµ = ∂µAν , a equac¸a˜o
acima torna-se
SF = −
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4x
[
hνσ∂µAν∂
µAσ − hνσ∂µAν∂σAµ − hνσ∂νAµ∂µAσ + hνσ∂νAµ∂σAµ
]
,
(H.7)
de modo que
SF = −
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4x ηµρhνσ
[
∂µAν
(
∂ρAσ − ∂σAρ
)− ∂νAµ(∂ρAσ − ∂σAρ)]. (H.8)
Finalmente, obte´m-se que
SF = −
iq2α()Γ
( 
2
)
6pi2
∫
d4x ηµρhνσFµνFρσ. (H.9)
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